
1 
 

  وزارة التعليم العالي

  جامعة البعث

 كلية العلوم

 قسم الرياضيات

 

رسالة ماجستير في الرياضيات التطبيقية اختصاص ميكانيك 
 رياضي

 

 G- L) (ليندسي   – و غرين  L- S) (شولمان   – دراسة في نظريتي لورد "

 " في الترموديناميك المعمم للأجسام الصلبة

" A study in Lord _ Shulman ( L – s ) Green _ Lindsay  
( G – L ) Theories of Generalized Thermodynamics of 

Elastic Solids " 

 

 اعداد الطالب : علاء احمد خلوف.

 بإشراف الدكتور : منتجب الحسن. 
 

 

 9102/9191العام الدراسي:

 



2 
 

 

 

 

 :الفهرس

 الفصل الصفري:

 7ص                                        مقدمة في ميكانيك الجسم الصلب

 الفصل الأول: 

    41ص      حدودةعات موجة مسرالحرارية الخطية مع  المرونةأساسيات 

 الفصل الثاني:

 63ص                   أساسيات المرونة الحرارية مع وقت استرخاء واحد

 الفصل الثالث:

 76 زمني استرخاء                        صمع  الحرارية المرونة أساسيات        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 
 

 

 :رسالةهدف ال

  الترموديناميك المعمم الأول بزمن استرخاء واحد؛ أي استنتاج معادلات
 للأجسام الصمبة. (L–S)معادلات نظرية 

   الترموديناميك المعمم الثاني بزمني استرخاء؛ أي معادلات استنتاج معادلات
 للأجسام الصمبة. (G–L)نظرية 

   تعميم مبرىنات ترموديناميك Fourier للأجسام الصمبة ، إلى نظريتي ،
(L–S) و (G–L) .للأجسام الصمبة ، 

  للأجسام الصمبة ضمن كلٍ منيما مناقشة أسيل طرق حل مسائل. 

 
 مقدمة :

عطاء الموضوع حقو من حيث التغطية التاريخية، تظير أمامنا الأسئمة الخمسة إقبل 
ة التالية: أولاً  ما ىي نظرية ) ما ىو عمم الترموديناميك التقميدي؟ ، ثانياً  )المُمحَّ

ما ىي نظرية الأجسام الصمبة، والمترابطة بمعنى )  الأجسام الصمبة؟ ، ثالثا
Fourier  ًما ىي نظرية الأجسام الصمبة، والمترابطة )  مع حقل درجات حرارة؟. رابعا
ما ىي نظرية )  حقل درجات حرارة؟ خامساً  معCattaneo و Maxwellبمعنى 

المعنى السابق.  عنالأجسام الصمبة، والمترابطة مع حقل درجات حرارة، بمعنى أعم 
  1)فيما يمي سنجيب وبشكلٍ مختصر عن كلٍ من الأسئمة الخمسة، المذكورة أعلاه.

 ىو فرع الميكانيك الاحصائي، الذي يدرس : (Thermodynamics)الترموديناميك 
من شكميا الحراري إلى طاقة  )أي لوسط مادي(تحول الطاقة الحرارية لنظام فيزيائي 

أخرى كالطاقة الميكانيكية، وبالعكس، وذلك اعتماداً عمى نظريات وقوانين 
 الترموديناميك.
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ىي فرع الميكانيك التقميدي، الذي ييتم  النظرية التقميدية للأجسام الصمبة:(2
نوع المرن وميممة البنية الجزيئية، والتي تكون انفعالاتيا بالأوساط المستمرة من ال

المرنة لامتناىية في الصغر، الأمر الذي يجعل العلاقات التي تحكم ىذه الأجسام 
بطة انظرية الأجسام الصمبة، المتر 3) الصمبة، خطية بالمعنيين الجبري والتفاضمي.

ىي العمم الذي يدرس العلاقات المتبادلة بين الحقول   ، مع الحرارة:Fourierبمعنى 
الميكانيكية ممثمةً بالانفعالات المرنة، مع حقل درجات الحرارة، معتمدين في ذلك 

في التوصيل الحراري،   Fourier قوانين ونظريات الترموديناميك، القائمة عمى قانون
ظرية الأجسام الصمبة، ن4). المكافئحيث معادلة التوصيل الحراري ىنا من النمط 

ىي العمم الذي يدرس   ، مع الحرارة:Cattaneoو Maxwellالمتربطة بمعنى 
العلاقات المتبادلة بين الحقول الميكانيكية ممثمةً بالانفعالات المرنة، مع حقل درجات 

في التوصيل  Maxwell- Cattaneo      الحرارة، معتمدين في ذلك قانون
        وصيل الحراري ىنا من النمط الزائدي النظامي.الحراري، حيث معادلة الت

، مع  Lindsayو Greenبطة بمعنى انظرية الأجسام الصمبة، المتر  5) 
ىي العمم الذي يدرس العلاقات المتبادلة بين الحقول الميكانيكية ممثمةً   الحرارة:

         ونبالانفعالات المرنة، مع حقل درجات الحرارة، معتمدين في ذلك تعميم قان
Maxwell- Cattaneo  في التوصيل الحراري، حيث معادلة التوصيل الحراري

 ىنا من النمط الزائدي العام غير النظامي.
 :جانب من الجوانب الخمسة السابقة يمي سنعرض تاريخياً كل فيما

أول قانون فيي  Joseph Fourier، وضع الفيزيائي الفرنسي  1807في عام   )أولاً  
التوصيل الحراري بشكمو التفاضمي، لأجل وسط متساوي خواص المرونية، حييث ييربط 

،لاحيظ الفيزيييائي 1824ىيذا القيانون التيدفق الحيراري بتيدرج درجيات الحيرارة. وفيي عيام 
، تحول الطاقة الحرارية، من حرارية إلى تحريرية، وذلك في  Sadi Carnotالفرنسي 

.حييث وضيع ىيذا الباحيث الأسياس لمقيانون Carnotا بعيد بللية آلة بخارية، سيميت فيمي
 الثاني في الترموديناميك.
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قييانون انحفيياظ  1841ليضييع عييام    Julius Mayerبعييدىا جيياء الباحييث الألميياني 
الطاقييية الكميييية فيييي نظيييام فيزييييائي مغميييق، واليييذي عييير  فيميييا بعيييد بالقيييانون الأول فيييي 

، مفييوم Rudolf Clausius، خرج الباحث الألماني 1854الترموديناميك. وفي عام 
أعطييييى ميييين خلالييييو صيييييغة القييييانون الثيييياني فييييي   (Entropy)الانتروبييييياجديييييد يييييدعى 

 Ludwig الترمودينامييييك، رابطييياً فيييي ذليييك أفكيييار أسيييلافو. بعيييدىا جييياء الباحيييث 
Boltzman (1906 -1844) بطريق يسييل تصيورىا، عميى أنييا  الانتروبيا، ليصيغ

عييدم انتظييام نظييام فيزيييائي، وأنييو فييي  نظييام فيزيييائي مغمييق، يحييدث فيييو تغيييير مقييياس ل
 البدائييييةبيييين الحالييية  ميييا الانتروبيييياعكوسيييي لمحالييية، ف نيييو فيييي ىيييذا النظيييام ينعيييدم فيييرق 

ىكيييذا وبخطيييوات سيييريعة تيييم وضيييع بييياقي قيييوانين الترمودينامييييك مييين  والحالييية النيائيييية.
، لا يقمييون أىميييةً عيين البيياحثين المييذكورين خييلال بيياحثين فيزيييائيين وكيميييائيين ميمييين

أعييييلاه، لكيييين ميييين أجييييل اكيجيييياز، سييييو  ليييين نييييذكرىم ميييين حيييييث بالأسييييماء والأعمييييال 
فييييي  Fourierوتواريخيييييا. وفييييي أربعينيييييات وخمسييييينيات القييييرن العشييييرين أخييييذ قييييانون 

        فيزيييائي مختميي  خييواص المرونيية   التوصيييل الحييراري شييكمو الأعييم الحييالي، لأجييل نظييام 
(Anisotropic Physical System). 

ف الق ز  الخاس ع ر، ز  فِ منخص  Hookeأسس الباحث الفْشّائِ ًالزّاضِ  )ثانْا   

لنم  ٌ ا الزّاض  ِ   الأ  ا ا للأ  ا، المزن  ت  ميما  ت البنْ  ت الوشّ ْ  ت  ًالمٌ   ٌفت ا

الم ز   ًف ِ نياّ ت الق ز  Hookeامعاماْن مادّْن. ًسمِ ىذا الولأم فْما اعد اولأ م 

لْأسس نمٌ لا  رّاض ْا  لولأ م  Voigtأحَ الباحث ا لمانِ 1887)را، (الخاسع ر،ز 

مز  أرم  آخذا  اعْن الارخبار البنْ ت الوشّ ْ ت لاولأ م الم ز   ىح ذا حخ َ نياّ ت الق ز  

 الخاسع ر،ز  الذُ لم ّنخو اودّد فِ ىذا الموال.

ق د أح َ اال، ِل الودّ د ف ِ ى ذا المو ال  حْ ث   د، أما مطاع القز  الع، زّن  ف )ثالثا   

    دمٌا النرزّ ت العام ت ف ِ 1909ف ِ ر ا،  Cosserat الإخ ٌا الباحثا  الفزنلأْا   

اع د ااس ميما. أخ ذث ى ذه النرزّ ت  ا ًساط الملأخمزة  حْث سمْج ىذه النرزّ ت فْم ا

قٌل أخزٍ مخع ددة  اعْن الارخبار  حزااا الحقٌل المْحانْحْت ممثات  االانفعالاث  مع ح

 منيا حقل درلاث الحزارة. 
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لح  ن ًلفس  ف ل  م ّق  در الع  الم  ْم  ت ى  ذه النرزّ  ت  ًأةىما  ج لفخ  زة طٌّا  ت  حخ  َ نياّ  ت 

أراعْنْ   اث  ًاداّ   ت خملأ   ْنْاث الق   ز  الع،   زّن  حْ   ث أدر  الب   احثْن ف   ِ مو   ال 

ف   ِ ا ًس   اط  Cosseratا ًس   اط الملأ   خمزة  القْم   ت الحبْ   زة الخ   ِ حمثاي   ا نرزّ   ت 

 حْثالملأخمزة  

أ   بحج ى  ذه النرزّ  ت المب  دأ لقْ  ا، نرزّ  اث أخ  زٍ م،  خقت مني  ا  أُ نقط  ت الانط     

لمنا ،  ت نم  ا ا رّاض  ْت  ًس  اط ملأ  خمزة مح  ددة  ّيأخ  ذ فْي  ا اع  ْن الارخب  ار الخ  أثْز 

المخبادل اْن الحقٌل المْحانْحْت  ممثاخا  االانفعالاث مع حقٌل أخزٍ. ّذُكز م ن ى ءلال 

  Parkus  النملأ  اًُ  Kupradse  الو  ٌرلِ  Sneddonمْزك  ِالب  احثْنا ا 

  ًغْ زىم. فق د   ا، ى ءلال  Drobot ًNowacki  ًالبٌلن دّا ا Eringenًالخزكِ 

ًمن   ذ منخص   ف الق   ز  الع،   زّن      امٌا امنا ،   ت الخ   أثْز المخب   ادل م   ااْن الحق   ٌل 

 ً  ل   ف ِ  Fourierالمْحانْحْ ت  م ع حق ٌل أخ زٍ  مني ا الحق ل الح زارُ  ًامعن َ

إط   ار نرزّ   ت ا للأ   ا، الص   ابت  الخ   ِ ى   ِ اح   دٍ النرزّ   اث الم،   خقت م   ن نرزّ   ت 

Cosserat  فِ ا ًساط الملأخمزة  فدرسٌا اعض الط ز  الخحاْاْ ت لح ل ملأ ائل الق ْم

الحدّت ًالااخدائْت الخِ حححم س اٌ  الولأ م الص اي ف ِ إط ار ى ذه النرزّ ت المخزااط ت 

  الخزمٌدّنامْ    الخقاْ  دُ  الق  ائم را  َ إارُ. م  ع الحق  ل الح  زFourier م  ع امعن  َ 

فِ الخٌ ْل الح زارُ  غْ ز ك افِ ف ِ العدّ د م ن الملأ ائل  لاخعبْ ز Fourier  انٌ  

رن ساٌ  الحقٌل الفْشّائْت الخِ حصف ملأألت الولأم الصاي. ا مز الذُ دفع البح ث 

ٌٍ م  ن العام  ِ ف  ِ الث ث  ْن س  نت ا خْ  زة لابح  ث ر  ن حزمٌدّنامْ    لدّ  د  أر  م ًأ   

الح سْحِ  ًاحْث ّصف دًما  ًا،حل كامل اللأاٌ  المذكٌر لاولأم الصاي. ًّمحن 

  ًالمخخ   الْخْن الميمخ   ْنً    ف ى   ذا الخط   ٌر لاخزمٌدّنامْ     م   ن خ    ل الم   زحاخْن 

   الخالْخْن.

 ا Shulman –Lordنرزّت ا للأا، الصابت المخزاطت م ع الح زارة م ن نم ا )رااعا  

 -Maxwellاالارخم اد را َ   انٌ      Lord  ً Shulman الخ ِ طٌرى ا الباحث ا  

Cattaneo   ف  ِ الخٌ   ْل الح  زارُ  حْ  ث معادل  ت الخٌ   ْل الح  زارُ م  ن ال  نما

الشائ   دُ النر   امِ  ًحلأ   مَ ى   ذه النرزّ   ت انرزّ   ت الخزمٌدّنامْ     المعم   م لفللأ   ا، 

 الصابت  اشمن اسخزاحت ًاحد. 

 اLindsay –Greenحزارة م ن نم ا نرزّت ا للأا، الصابت المخزاطت مع ال)خاملأا  

االارخم    اد را   َ حعم    ْم      انٌ  Green   ً Lindsayالخ   ِ طٌرى    ا الباحث   ا  

Maxwell- Cattaneo  ُف ِ الخٌ  ْل الح زارُ  حْ ث معادل ت الخٌ  ْل الح زار

من النما الشائدُ غْز النرامِ  ًحلأمَ ى ذه النرزّ ت انرزّ ت الخزمٌدّنامْ   المعم م 

 سخزاحت.لفللأا، الصابت  اشمنِ ا
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 الصفري:لفصل ا

 مقدمة في ميكانيك الجسم للجسم الصلب
 

 :الاستمرار بالكتمة الحجميةمعادلات 

321لتكن  xxox  جممة إحداثية ديكارتية , قائمة , قاعدتيا),,( 321 eee وعطالية , ولتكن ,
),,( 321 xxxp  0نقطة لاغرانجية من جسم مرن , و التي في المحظةt تصبح

),,(النقطة المادية الأولرية  321 p         عندئذٍ يكون 

       (1             )3,2,1; i                        );,,( 321 txxxii                   

, كما أن ىذه الدوال يجب أن تكون 0t( تصور لنا شكل الجسم في المحظة 1العلاقة )إن 
0tمستمرة و وحيدة القيم من أجل كل 

 
 , كما أن المعين اليعقوبي ليا :

                       0,  tp  ;   0);(:
),,(

),,(

321

321 



 tp

xxxxD

D

j

i
        

( في وص  1, المعطى مسارىا بالعلاقة ) pفيما يمي سندرس سرعة و تسارع النقطة المادية 
 لاغرانج لدينا :

 (2                                                     ));(),( tp
t

tpV i
i







     

(3                                     ));();();(
2

tp
t

tpVtpa i
ii




  

   

 ؛ أي باعتبار tوفي العلاقتين السابقتين تتم عممية الاشتقاق جزئياً بالنسبة لمزمن 

3,2,1; i  ix . مقادير ثابتة 
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 , ف ن :tو pأما في وص  أولر , الذي يص  الجسم المرن بدلالة 

 (4                                                            )
dt

d
tpV i

i


 );(       

 بالتالي :

             
 

);();();();( tp
t

V

dt

d
tp

V
tp

dt

dV
tpa ij

j

ii
i














    

إذا رمزنا ب  
Dt

D

dt

d
  و بما أن);( tpV

dt

d
j

j 


 , فيصبح لدينا : 

(5  )


































);();();(

);();();();();(

tpVtp
V

tp
t

V

tp
t

V
tpVtp

V
tp

Dt

DV
tpa

j

j

ii

i
j

j

ii
i





   

);(ندعو  tp
Dt

DVi   بالمشتق المادي ل);( tpVi
 : حيث ندعو ,

);();( tp
V

tpV
j

i
j







   .بالحد المتمم 

 تابع حقيقي أولري :و يمكن تعميم المشتق المادي ليشمل أي 

);( tpF     : يص  وسط مادي مستمر , ذلك كما يمي 

(6           )
































constp

j

j

constp

tp
t

F

tp
F

tpVtp
t

F
tp

Dt

DF

);(

);();();();(

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إن المشتق المادي المذكور أعلاه , كما ىو الحال بالنسبة لممشتق العادي , فيو يحقق خواص 
 المشتق العادي :

(7                                             )





















Dt

DF
G

Dt

DG
FFG

Dt

D

Dt

DF
F

Dt

D

Dt

DG

Dt

DF
GF

Dt

D

)(

)(

)(



      

فيما يمي و من أجل مناقشة معادلات الاستمرار و معادلات الحركة لجسم مرن , يمزمنا حساب 
 المشتق المادي لتكامل حجمي من الشكل :

                                    
V

pdVtpFtB )();()(   

محاط  0t ,Vحجماً مادياً أولرياً , مأخوذا من الجسم المرن في المحظة  Vحيث 
)(,Aبالسطح المغمق pdV  عنصراً حجمياً تفاضمياً منV و ,);( tpF   ًتابعاً فيزيائيا

 أولرياً يص  لنا الجسم المرن .

 نميز عندئذٍ الحالتين التاليتين :

);(,وكانت الدوالtلا يتغير بتغير الزمنVإذا كان الحجم tpF   و);( tp
t

F





مستمرة  

 , عندئذٍ يكون :0tمن أجل جميع قيم  Vفي 

(8                          ) 





VV

pdVtp
t

F
pdVtpF

Dt

D
)();()();(     

, عندئذٍ عمينا أن نضي  إلى الطر  الأيمن ل tيتغير بتغير الزمن  Vأما إذا كان الحجم 
 يتبع لمزمن ,ىذا الحد اكضافي ىو :V( حداً إضافياً ناشئ عن كون 8)
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(9                                               ))();();( pdAtpVntpF ii

A

    

iiحيث  enn


 ىو متجو واحدة ناظم السطحA الأولريةفي النقطة الماديةpمنAو
)( pdA عنصر سطح تفاضمي منAو ,)( pdA  يحوي النقطة المادية الأولريةp. 

و نشير ىنا إلى أن 


n موجو نحو خارجV. 

   بالشكل التالي :tB)(و بذلك يصبح المشتق المادي ل 

(10)
























A

ii

V

pdAtpVntpF

pdVtp
t

F
pdVtpF

Dt

D

)();();(

)();()();(

    

 ( تصبح بالشكل التالي :   9ولكن باستخدام مبرىنة غوص , ف ن )

(11 )

 































































V i

i

V i

i

V

i

i

V

ii

ii

A

pdVtp
F

tpV

pdVtp
V

tpF

pdVtpVtpF

pdVetpVtpFdiv

pdAtpVntpF

)();();(

)();();(

)();();(

)();();(

)();();(






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      ( نحصل عمى :10( في )11و بتعويض )

 

















V V j

j tp
F

tpVtp
t

F
pdVtpF

Dt

D
);();();()();(

      

)();();( pdVtp
V

tpF
j

j 












    

 وبما أن :

                   );();();();( tp
Dt

DF
tp

F
tpVtp

t

F

j

j











   

 فيصبح بذلك المشتق المادي لمتكامل بالشكل التالي :

                                 





V V

tp
Dt

DF
pdVtpF

Dt

D
);()();(   

(12     ))();();( pdVtp
V

tpF
j

j 












    

);(لنرمز الآن ب  tp 0لمكثافة الحجمية لمجسم المرن في المحظةt وفي النقطة ,

0)(و ب  pالمادية الأولرية  p  لمكثافة الحجمية ليذا الجسم في النقطة المادية

 . 0tو المحظة  pاللاغرانجية 

إن العلاقة مابين ىاتين الدالتين تمثل لنا مبدأ انحفاظ الكتمة لمجسم )أو لجسم منو( , و التي تقول 
 أن كتمة الجسم )أو كتمة جزء منو( لا تتغير أثناء الحركة .

و شكمو  Mمن الجسم كتمتو  Vبالتالي ف ن العلاقة التالية ستكون صحيحة من أجل أي جزء 

 :0Vالبدائي 
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(13                 ) 
V V

dxdxdxpdddtpM

0

3210321 )();(      

 , نجد :ixإلى اكحداثيات  iو بالانتقال الآن , من اكحداثيات 

(14       )   




V V j

i dxdxdxtp
x

tpdddtp

0

321321 );();();(


  

);(حيث ىنا  tp
x j

i




 (.1ىو المعين اليعقوبي لمتحويلات )

 ( نجد :14( و )13من )

(15          ) 




0 0

3210321 )();();(
V Vj

i dxdxdxpdxdxdxtp
x

tp 


   

و ينتج عن  0tمن الجسم المرن , في المحظة  0Vو ىذا الكلام صحيح أياً كان الجزء 
 ذلك أن :

(16)B0)();();(;;  الشكل البدائي لمجسم Bptp
x

tpp
j

i 






   

و مجموعة النقاط المادية p( تعطينا تفاضلًا بين مجموعة النقاط المادية 1و بما أن العلاقات )
P: ف ن ,  , 

                                     
);();(

1

tp
x

tp
x j

i

j

i 













 

 ( بالشكل التالي :16بذلك تصبح العلاقة الأخيرة )
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(17           )
0

,;);()();( 0









t

BpBptp
x

ptp
j

i




 

 (:13و لنعتبر الآن المساواة الأولى التالية في )

(18                               ) 
V

pdVtpM )();( 

 قانون انحفاظ الكتمة يقتضي أن يكون:إن 

                                               
0

Dt

DM
 

 ( , ف ننا نجد أن :12و إذا استخدمنا الآن العلاقة )

(19      ) 


















V j

j
pdVtp

V
tptp

Dt

D

Dt

DM
0)();();();(





 

عندئذٍ إذا كان التابع  0tمن الجسم في المحظة Vو المساواة السابقة محققة أياً كان الجزء
 ( مستمراً , ف ن ذلك يقتضي أن :19المكامل في )

       0,;0);();();( 



 tBptp

V
tptp

Dt

D

j

j





  

 أو 

(20                                                   )0





j

jV

Dt

D




  

و بما أن                                          
j

jV
tDt

D













   
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 ( تصبح بالشكل التالي :20ف ن )

(21                                             )0)( 








j

j

V
t





 

 ( تدعى معادلة الاستمرار .21( أو )20المعادلة )

من أجل مسائل التوازن تتحول كل من ىاتين المعادلتين إلى مطابقة لأنو في حالة السكون يكون 

  :0jV   0و كذلك




t


 . 

( تعبران عن نفس 22( و )22( و كذلك المعادلتان )17( و )16و لنلاحظ أن المعادلتان )
 مضمون مبدأ انحفاظ الكتمة .

( 21( و )20( تدعيان بمعادلتا الاستمرار الماديتان , أما المعادلتان )17( و )16المعادلتان )
 تدعيان بمعادلتا استمرار التتبع .

( 21( و)20( تستخدمان في ميكانيك الجسم الصمب , أما المعادلتان )17( و)16المعادلتان )
 تستخدمان في ميكانيك الموائع .

 معادلات الحركة :
ت الحركة لمجسم المرن , يمكن الحصول عمييا من مبدأين أساسيين في الميكانيك ؛ ىما معادلا

 من الجسم المرن . Vمبدأ انحفاظ كمية الحركة , ومبدأ انحفاظ عزم كمية الحركة لجزء 

, و محاطاً  0tحجماً اختيارياً من الجسم المرن , مأخوذاً في المحظة  Vف ذا كان 

iiوكان  Aبالسطح المغمق  enpn


)(  متجو واحدة ناظم السطحA  في النقطة

Apالمادية الأولرية                             : ف نو يُعبر عندئذٍ عن مركبات كمية الحركة ,

(1)                    3,2,1;)();();(   ipdVtpVtp
V

ii P 
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)(321و حيث :     dddpdV    

يعبر عنو وفقاً لوص  أولر , أي  0tفي المحظة  Vإن مبدأ انحفاظ كمية الحركة لمجزء

)3,2,1(بواسطة  ii  0وt : و ذلك وفقاً لمعلاقة , 

(2               )  
V A

n

ii
i pdAtpPpdVtpX

Dt

D
)();()();( )(P

   

 

 حيث ىنا :

);( tpX i
  مركبات القوة الحجمية المؤثرة في)( pdV   و);()( tpp n

i
  مركبات القوة

)(السطحية المؤثرة بالجزء السطحي  pdA   حيث متجو واحدة الناظم الخارجي ىو)( pn 


 

, بالنسبة لمزمن , يساوي حاصمة القوى  V( تقول أن تغير كمية حركة الجزء 2.إن العلاقة )

 iXىي حاصمة القوى الحجمية  V, حيث أن حاصمة القوى المؤثرة ب  Vالمؤثرة ب 
ة المؤثرة بالسطح , مضافاً إلى ذلك حاصمة القوى السطحي Vالمؤثرة في كل الحجم المأخوذ 

A  المحيط بV . 

n)(لكن نعمم أن المركبات 

ip : تعطى ب 

      0,;)();();()(  tBppntptpp jji

n

i   

 ( بالشكل :2و بذلك تصبح )

(3              )  

V A

jjii
i pdApntppdVtpX

Dt

D
)()();()();( 

P
  

 ( , يكتب بالشكل التالي :3التكامل السطحي الموجود في )و باستخدام مبرىنة غوص , ف ن 
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(4                 )  





A V j

ji

jji pdVtppdApntp )();()()();(



  

 ( بالشكل التالي :3و تصبح بذلك )

(5                  )


 


























V j

ji

i

V V i

ji

i

pdVtptpX

pdVtppdVtpX
Dt

D

)();();(

)();()();(









  

 

 ( نجد:1المادي لطرفي العلاقة ) Vىذا من جية أولى , و من جية أخرى بأخذ المشتق 

(6            )






























V j

jii

V

i

pdVtptp
t

pdVtpVtp
Dt

D

Dt

D

)();(
)(

);(
)(

)();();(







  

 

 ( , نجد :6( و )5من )

(7      )














































V j

ji

i

V j

jii

pdVtptpX

pdVtptp
t

)();();(

)();(
)(

);(
)(








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, فينتج عن ذلك و عن كون أن  pو إذا فرضنا ىنا أن التوابع المكاممة مستمرة بالنسبة لمنقاط 
V  0جزء اختياري من الجسم المرن , مأخوذ في المحظةt : أن 

(8                      )
j

ji

i

j

jii X
t 



















 )()(
  

 ( يمكن أن تخضع إلى بعض الاختصارات بسبب معادلة الاستمرار :8إن المعادلة )

(9                            )0
)(











j

j

t 


  

 ( بالشكل :9( يكتب بمساعدة )8لنلاحظ الآن أن الطر  الأيسر ل )و 

 

 

 ( بالشكل التالي :8و تصبح بذلك )

(10                            )
i

ji

i
i X

Dt

D









  

( تمثل لنا الشكل المحمي لمبدأ انحفاظ كمية الحركة في الجسم المرن أما مبدأ 8إن المعادلة )
من الجسم  Vانحفاظ العزم الحركي في الجسم المرن فمو الشكل التالي بالنسبة لجزء اختياري 

 المرن ىذا :

(11                    ))3,2,1(;  iM
Dt

D
i

iM
  

t

D

t

tt

i
j

j

ii

i

j

j

j

jii











































































0

)()()(
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 حيث :

(12               ) 
V

kjijki pdVtpVetp )();();( M  

 

 و

(13           )







A

n

kjijk

V

kjijki

pdAtppe

pdVtpXeM

)();(

)();(

)(



  

 ( ىو التالي .11إن مضمون المبدأ )

من الجسم المرن , يساوي العزم الحاصل لمقوى الحجمية  Vالتغير الزمني لمعزم الحركي لمجزء 
و التي مصدرىا  Aمضافاً إلى ذلك العزم الحاصل لمقوى السطحية المؤثرة في  Vالمؤثرة في 

 )الجزء المتبقي من الجسم(. Aخارج 

 ( .13) –( 11ولنوجد الآن معادلة حركة الجسم , و التي تنتج عن مبدأ انحفاظ العزم الحركي )

 من جية أولى لدينا :
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










































































































V

kjkjkjijk

V

jkkikjijk

V

kjkjijk

V

kjkjkjijk

V

kjijkkjijk
i

pdVVVVV
t

e
Dt

iD

pdVVVVVV
t

e

pdVVVV
t

e

pdV
V

VVVV
t

e

pdV
V

VeVe
Dt

D

Dt

D

)()()(

)()()(

)()()(

)()()(

)()()(

























l

lll

l

l

l

l

l

l

l

l

l

M

M

l

 

 أو  

(14            ) 






















V

kkjijk
i pdVVV

t
e

Dt

D
)()()( 




M
  

 

 في العلاقة السابقة استخدمنا المساواة :

                                     3,2,1,0  iVVe kjijk  
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 و من جية ثانية لدينا :

              
V A

n

kjijkkjijki pdAtppepdVXeM )();()( )(
 

 و بما أن :

                0,;)();()(  tBppntpp llk

n

k   

 فتصبح بذلك العلاقة بالشكل التالي :

(15           )  
V A

llkjijkkjijki pdAnepdVXeM )()(   

سنستخدم الآن مبرىنة غوص في تحويل التكامل السطحي السابق , من تكامل سطحي عمى 
A  إلى تكامل حجمي عمىV : لدينا . 

           

























V l

lk
jlkjlijk

V

lkj

l

ijk

V

lkjijk

lA

llkjijk
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 بالتالي :
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( , أي ينتج من مبدأ انحفاظ العزم الحركي لمجزء 16( و )15( و)14( و )11ينتج الآن من )
V : من الجسم المرن , أن

 

 

 الحجمي بالشكل التالي :و الذي يكتب بحسب خواص التكامل 

(17      )

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 ( ف ن :8و لكن بحسب )
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 ( بالشكل :17و بذلك تصبح )

(18                                               )0)( 
V

jkijk pdVe   

 , أن : 0tجزء اختياري من الجسم في المحظة  V( و عن كون 18و ينتج عن )

(19                )
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0,;0)(





i

tBppdVe jkijk

  





























V

jkijk

V l

lk
jijk

V

kjijk

V

lk

l

kjijk

pdVepdVe

pdVXepdV
t

e

)()(

)()()()(














22 
 

 ( و عن خواص مناوب ليفي _ تشيفتي , أن :19و ينتج الآن عن )

              3,2,1,,0,;  kltBplkjk   

 مصفوفة متناظرة .و الذي يعتبر مصفوفة اكجيادات ىي 

( , اسييتخدمنا فييي ذلييك وصيي  أوليير 19( و)10( أو )8عنييد اسييتنتاج معييادلات الحركيية السييابقة )

 . 0t, و بالزمن  pالذي يص  الجسم بالنقاط المادية الأولرية 

 ((15( و )10)و ىنا نلاحظ أن بنية معادلات الحركة المحصول عمييا )المعادلات 

أسيل بكثير فيما لو كان الوص  المستخدم ىو وص  لاغرانج . و لكن في وصي  أولير تظيير 
بعييض المصيياعب , ففييي مسييائل نظرييية المرونيية غييير الخطييية , و المعروفيية )أي المسييائل( باسييم 
مسيييائل مواضيييع النقييياط البدائيييية , التيييي يتطميييب فيييييا تعييييين حقيييل اكزاحيييات النييياتج عييين انفعيييالات 

لجسم في لحظة البدء , و التي فييا أيضاً الشروط الحدية معطاة عمى شكل الحمول الحجمية أو ا

 ,  ixعمييى شييكل اكزاحييات , و التييي يعبيير عنيييا بشييكل أسيييل باسييتخدام اكحييداثيات اللاغرانجييية 
وبالتالي ىذه المسائل ستكون أسيل لممناقشية أو الحيل فيميا كانيت معيادلات الحركية تعتميد وصي  

 لاغرانج . 

( تكمن أيضاً بأن الاشتقاق الجزئي في ىذه المعادلات  يتم 7والمصاعب الأخرى في المعادلات )

ي نبحث عنيا و التي ىي اكزاحات , التي تحتوي ضمناً عمى الدوال المجيولة الت iبالنسبة ل 
. 

(( يمكييين 15( و )10مييين معيييادلات حركييية الجسيييم الميييرن فيييي وصييي  أولييير )أي مييين المعيييادلات )
بسيييولة أن نصييل إلييى معييادلات الحركيية لمجسييم المييرن فييي إطييار النظرييية الخطييية لممرونيية , التييي 

 صغيرة و سرع اكزاحات أيضاً صغيرة . الانفعالاتفييا تكون 
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الأولرية  الانفعالاتالآن العلاقة التي تعطينا مصفوفة و لنأخذ  
33ij في النظرية اللاخطية ,

 لممرونة . إن ىذه العلاقات تممك الشكل التالي :

(20                 ))(
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
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
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  

و لنجعل الآن ىذه العلاقات خطية ذلك ب ىمال الحد غير الخطي 
j

k

i

k uu

 








  

                 حيث نجد :    
)(

2

1

i

j

j

i
ij

uu












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يختمييي  عييين iصيييغيرة , فييي ن الاشيييتقاق الجزئيييي بالنسيييبة ل  الانفعيييالاتبميييا أنيييو عنيييدما تكيييون 

بمقييادير صييغيرة جييداً , لييذلك سيينعبر عيين الانفعييالات ميين خييلال  ixالاشييتقاق الجزئييي بالنسييبة ل 
 مركبات تنسور الانفعالات اللاغرانجية والصغيرة :

(21                             ))(
2

1

i

j

j

i
ij

x

u

x

u









  

( , ف نو من أجل الانفعالات الصغيرة و سرع اكزاحيات 10و إذا أتينا الآن إلى معادلات الحركة )
الأيسيييير ليييييذه  الموجييييود فييييي الطيييير  فيييي ن الحييييدود غييييير الخطييييية فييييي المشييييتق الميييياديالصييييغيرة 
يمكيين إىماليييا بالنسييبة لبيياقي حييدود ىييذا المشييتق المييادي , حيييث يصييح ىييذا المشييتق  ،المعييادلات

 المادي بالشكل :

(22                    ));();();( tp
t
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tp

t

U
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DV iii









  

 

 



24 
 

 الشكل التالي في إطار المرونة الخطية :( , تأخذ 10بالتالي ف ن معادلات الحركة )

(23            ));()();();(
2

2

0 tp
t

u
ptpXtp

x

i
i

j

ji












  

 ( تأخذ الشكل التالي:23ومن أجل الخارجية المستقمة عن الزمن , ف ن المعادلات )

(24                       )0)()( 



pXp

x
i

j

ji
  

 المرونة الخطية.والتي تدعى بمعادلات توازن الجسم المرن في إطار 

 معادلات توافق الانفعالات اللاغرانجية اللامتناهية في الصغر بطريقة سيزار الهندسية التقميدية

 من أجل متطمبات ىذا البند ، تمزمنا المبرىنة التالية

 مبرهنة ستوكس : 

منحنييييياً محيطيييياً    وفرضيييينا أن   0Cسييييطحاً فييييي المنطقيييية بسيييييطة التييييرابط    إذا كييييان 

والموجو  من  Pفي النقطة    متجو واحدة ناظم السطح    nوكان   بالسطح 

ذا فرضنا أيضاً أن :   نحو خارج   . وا 

3RF : 

                                           )(PFP  

في   0Cدالة متجيية من الص       1، والصC   في عندئذ يكون:، ف نو 
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rdFأ( التكاملان التاليان موجودان :    المنحني  





opr، حيث   . 


 ، 

والسطحي  


dFrotn  .


        . 

ب( تتحقق علاقة ستوكس التالية : 


 dFrotnrdF  ..


. 

لنعد الآن إلى موضوعنا الأساسيي، اليذي ىيو دراسية معيادلات توافيق الانفعيالات لجسيم الميرن ذي 

 الانفعالات اللامتناىية في الصغر، بالطريقة اليندسية التقميدية، وفي النظام الاحداثي الديكارتي. 

لمركبيات في ىذه الفقرة سنفرض أن الجسيم الميرن ذي انفعيالات صيغيرة جيداً , وعندئيذ تصيبح ا اذاً 

 اللاغرانجية لتنسور الانفعال في النظام اكحداثي الديكارتي بالشكل: 

(1                 )
j

i
jiijjiij

x

u
uuu




 ,,,    ;   )(

2

1
:  

في المنطقة بسيطة  1Cمن الص     iuفي ميكانيك الأوساط المستمرة , نفرض أن الدوال  

 ، وأن الشرط التالي محقق :   0Cالترابط ) اللاغرانجية (  

   
0                                                   

),,(   ;    0);(:);( 0321,





t

CxxxPtpustPD jiij

            

 

 والسؤال الذي يطرح نفسو الآن ىو التالي:
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اختياريية أم ىنياك روابيط فيميا بينييا ijىل ضمن تحقق الشرط السابق , يمكين أن تكيون اليدوال

 ؟  والجواب عمى ىذا السؤال ىو التالي: 

 iuلا يمكيين أن تكييون اختيارييية , نظييراً لمييا يمييي. ميين أجييل حسيياب المركبييات    ijالييدوال   

uلمتجو اكزاحة  


(  1( التيي ىيي سيتة علاقيات . في ذا فرضينا فيي )  1، نستخدم العلاقيات )  

( سييتة معييادلات مسييتقمة بثلاثيية مجاىيييل ، ىييي  1مجاىيييل , فتصييبح )  iuمعيياليم و ijأن  

uلمتجييو اكزاحيية   iuالمركبييات 


ذا كانييت التوابييع    فييي ىييذه الحاليية اختيارييية , لا  ij. وا 

لمجمميية المييذكورة. إذن , ميين المفييروض أن نتوقييع أن تحقييق  iuنحصييل عندئييذ عمييى حييل وحيييد 

.  iu( حييلًا وحيييداً   1شييروطاً إضييافية , حتييى يكييون لجمميية المعييادلات )  ijالييدوال السييت 

),,(, كل منيا يتغير بتغير النقطة  ijفي الحالة العامة , الدوال   321 xxxP    وبتغير

. فكل عنصر حجمي من الجسم الميرن ينتقيل بشيكل مسيتقل , وليو كانيت الانفعيالات     tالزمن 

ij  غييير مرتبطيية مييع بعضيييا الييبعض , أي مسييتقمة فيي ن العناصيير الحجمييية ميين الجسييم المييرن

التي تقترب من بعضيا البعض قبل الانفعال لتشكل الجسم , لا يمكن أن تقترب من بعضيا أثناء 

 الانفعال لتشكل ىذا الجسم . 

فيمييا بينيييا  والمسييماة شييروط  ijن الشييروط اكضييافية المييذكورة التييي تييربط الانفعييالات السييت إ

الاسييتمرار المطبقيية عمييى الانفعييالات , تييم إعطاؤىييا بالطريقيية اليندسييية التقميدييية بواسييطة الباحييث 

 ساينت فيستانا  
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 –فيما يمي لنوجد ىذه العلاقات المسماة شروط الاستمرار المطبقة عميى الانفعيالات , بطريقية  ي 

 بالطريقة اليندسية التقميدية.  وذلك   ]5[سيزار 

وتممييك مشييتقات جزئيييية  0Cمسييتمرة فييي   ij, نفييرض أن اليييدوال  0tفييي كييل لحظيية  

, أي لنفييرض أن ىيذه الييدوال ميين الصيي   0Cحتييى المرتبيية الثانيية مسييتمرة فييي  ixبالنسيبة لييي  

2C    0فييييC ( عمينيييا أن نفيييرض أن اليييدوال 3. وبنييياءاً عميييى )iu    3مييين الصيييC       

 .  0Cفي  

),,(ولنختار الآن نقطتيان لاغرانجيتيان اختياريتيان  0

3

0

2

0

10 xxxP   ,),,( 1

3

1

2

1

11 xxxP  

);(, ولنرميز عندئيذ بيي   0Cمن المنطقة بسييطة التيرابط  ) اللاغرانجيية (   0

0 tPui  للإزاحيات

);(وبييي  0

0 tPij  0لمييدورانات فييي النقطييةP  0والمحظييةt  ولنفييرض أيضيياً أن المقييادير ,

0السييابقة 

iu    0و

ij      معطيياة . ولنرمييز أيضيياً بييي);( 1

1 tPui  لمركبييات متجييو اكزاحيية فييي

);(. وعندئذٍ ، لتحديد وحدانية اكزاحات   0tوالمحظة   1Pالنقطة   1

1 tPui  نستخدم كميا

 التالية. ]5[سيزار  –ذكرنا طريقة  ي 

);(إن  1

1 tPui  :يعطى وفقاً لمتكامل التالي 
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 أو اختصاراً نكتب: 

(2           )                   k

P

P

kjjj dxuuu 
1

0

,

01

            

 دينا:             ل

(3     )
jkjk

jkkjjkkj

k

j

kj uuuu
x

u
u

 







       

)(
2

1
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2

1
,,,,,

  

 ( نجد:   2وبالتعويض في )

                                   k

P

P

jkjkjj dxuu  
1

0

)(01  

 باستخدام خواص التكامل نجد : 

(4                     ) 
1

0

1

0

01

P

P

kjkk

P

P

jkjj dxdxuu  

ذا ما كاممنا التكامل الأخير في ) ( :4وا 
1

0

P

P

kjkdx  :بطريقة التجزئة نجد ، 

                 
1

0

1

0

1

0

)];([
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kjk dxtpxdx  
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 أي:

                  
1

0

1

0

0011

P

P

jkkjkkjkk

P

P

kjk dxxxdx  

وب ضافة وطرح 
01

jkkx  :لمطر  الأيمن نجد  ، 

 5) 
1

0

1

0

)()( 011001

P

P

jkkjkjkkjkkk

P

P

kjk dxxxxdx  

وبما أن:                  
1

0

1011 )(

P

P

jkkjkjkk dxx 
 

 ( ، بعد استخدام خواص التكامل بالشكل:  5فتصبح ) 

(6     ) 
1
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1

0

)()( 1001
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P

jkkkjkkk

P

P

kjk dxxxxdx  

lljkjkوبما أن:  dxd ,   ( بالشكل:  6،  فتصبح ) 

(7      )lljk

P

P

kkjkkk

P

P

kjk dxxxxxdx ,

1001
1

0

1

0

)()(    

 ( ، فنجد: 4( في )7الآن نعوض )

 lljk

P

P

kkk

P

P

jkjkkkjj dxxxdxxxuu ,

100101
1

0
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0

)()(    
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 وباستخدام خواص التكامل , نجد أن العلاقة السابقة تكتب بالشكل: 

   lljkkk

P

P

jljkkkjj dxxxxxuu ])([)( ,

100101
1

0

   

 وبما أن العلاقة التالية محققة دوماً : 

                                   jlkkjllkj ,,,   

 فيصبح التكامل السابق بالشكل: 

ljklkljkk

P

P

jljkkkjj dxxxxxuu )])(([)( ,,

100101
1

0

   

ذا فرضنا أن:   وا 

                 ))(( ,,

1

jklkljkkjljl xxU   

 فيصبح التكامل بالشكل: 

                           l
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jljkkkjj dxUxxuu 
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00101 )(  

 أو: 

(8                      )r
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jrjkkkjj dxUxxuu 
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00101 )(  
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 حيث: 

(9            )))(( ,,

1

jkrkrjkkjrjr xxU   

تشيييييفتي  فييييي النظييييام أكحييييداثي  –وباسيييتخدام الخاصيييية التوزيعييييية التالييييية لمركبييييات تنسييييور ليفييييي 

ksjmkmjslsmjklالديكارتي :        

 يمكن أن نكتب: 

mrskklsmjkljkrkrjkk xxxx ,

1

,,

1 )())((   

 ( بالشكل: 9وبذلك تصبح )

(10            )mrskklsmjkljrjr xxU ,

1 )(   

الآن نقول , اكزاحات 
1

ju ( مسيتقل 10تكون وحيدة , إذا وفقط إذا كيان التكاميل الموجيود فيي )

. ف ذا  1Pبي   0P, إذ أن ىناك عدة طرق تصل   1Pبي   0Pعن طريق التكامل الذي يصل 

ثيم يعيود  1Pليصيل إليى  0Pيخيرج مين  عميى أنيو مينحنٍ  مغميق  0Cاخترنا الطرييق فيي 

,  0Cيقيع فيي    وعميى نحيوٍ  يكيون فييو ىيذا المنحنيي محيطياً لسيطح  0Pإليى  1Pمن 

 لكان: 

(11                   )


 0rjr dxU   كون أن (   0طريقاً مغمقاً تقع عميوP ,

1P ) 

وباستخدام مبرىنة ستوكس السابقة , لنحسب التكامل السابق 


rjrdxU. 
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rrjف ذا فرضنا أن:     

j eUF


   :عندئذ يصبح لدينا، 

                                              rdFxdU j

rrj


. 

 وبالتالي يصبح لدينا: 

                                       


 rdFxdU j

rrj


. 

 وباستخدام مبرىنة ستوكس السابقة , يصبح التكامل السابق بالشكل:

(12             )  



 

dFrotnrdFxdU jj

rrj


.. 

pوبما أن:                             

j

nrrnp

j eFFrot


, 

rحيث:                                       

j

r

j eFF


 

ف ن:                    
j

nrrnpP

j FnFrotn ,. 


   

PPحيث:                                          enn


 

jولدينا:                                       

r j rF U 

 وبالتالي يصبح لدينا: 

           PnrjrnpP

j

nrrnp

j nUnFFrotn ,,.  

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( ، ونستفيد من كون أن :   12نعوض في )


 0rrj xdU :فنجد أن ، 

(14              )  
 

 dnUxdU Pnrjrnprrj  ,0 

 

( تتحقق إذا وفقط إذا كانت العلاقة التالية 14, فأن ) 0Cاختياري في  وبما أن السطح 

 :  0Cمحققة في 

(15                                       )0nrjrnp U , 

 (  بالشكل:15( ,تصبح )10وباستخدام )

               (16 )0
1  ])([ ,,, nmsrkkmsllkjmsrmsllnjnrjrnp xx  

 وباستخدام العلاقة التوزيعية:

                             snmjmnsjmsllnj   

 ( بالشكل:                    16تصبح )

(17    )01 



nmsrmslrnpkklkj

jnrnjrnrjrnp

xx ,

,,,

)(         

])([





 

إن الحد الأول يطابق الصفر , وبذلك يصبح الشرط اللازم والكافي لانعيدام الحيد الثياني, وبالتيالي 

)(, لأجل كل 0Cالتالية في(،ىو تحقق العلاقة 17لانعدام الطر  الأيسر لي ) 1

kk xx  : 

(18                              )0nmsrmslrnp , 
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 9. إذاً فييي الحاليية العاميية فيييي تعطييي  ,Pl( ىنيياك دليمييين حييرين فقييط ىمييا  18فييي العلاقيية )

، فيي ن ىييذه العلاقيية المصييفوفية السييابقة مبييدئياً ,Plعلاقييات. وبمييا أن ىنيياك تنيياظر بالنسييبة لييي 

 :,Plتعطينا ستة معادلات مستقمة من أجل القيم التالية لي  

                            23 , 13 , 12 , 33 , 22 , 11Pl 

 الست المذكورة. ولنوجد الآن ىذه المعادلات

 باستخدام علاقة التوزيع الشييرة التالية:

                             

)(

)(

)(

lrsnsrlnmp

mrlnlrmnsp

srmnmrsnlp

mrsrlr

mnsnln

mpsplp

mslrnp























 

 (، تأخذ الشكل التالي: 18وباستخدام خاصة التصفية بديمتا كرونيكا، نجد أن )

(19  )0



npnllpmm

lmmpmmlpnnmmnmnmlp

,,

,,,, )(





 

 المتساوية، تأخذ العلاقة السابقة الشكل التالي: lو  pفمن أجل قيم 

                0



npnpppmm

mpmpmmppnnmmnmnm

,,

,,,,




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 أو الشكل:

(20(  )pلا )02تجمع 



mpmp

ppmmmmppnnmmnmnm

,

,,,,





 

 

 والتي منيا نحصل عمى المعادلات الثلاث الأولى كمايمي.

 ، فنجد المعادلة التالية:33Pl عمييا عندماالمعادلة الأولى: نحصل 

                    2211112221211212 ,,,,   

 أو:

                       1122221112122 ,,,   

 ، فنجد المعادلة التالية: 22Pl المعادلة الثانية : عندما 

33331111331111333131131333331111 ,,,,,,,,  

 وبالاختصار نجد المعادلة الثانية: 

                   3311113331311313 ,,,,   

 أو:

                         1133331113132 ,,,   
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 ، فنجد المعادلة التالية:   11Pl المعادلة الثالثة : عندما 

33332222332222333232232333332222 ,,,,,,,,  

 الثالثة التالية:وبالاختصار، نجد المعادلة 

                         33,2222,3332,3223,23   

 أو:

                              2233332223232 ,,,   

231312؛ أي عنييييدما  lالمختمفيييية عيييين قيييييم  pأمييييا ميييين أجييييل  قيييييم    ,  ,  lp  فيييي ن ،

 تتحول إلى العلاقة التالية :( 19العلاقة )

(21       )0 npnllpmmlmmpmmlp ,,,,  

231312والتي منيا  نحصل عمى باقي المعادلات المتعمقة بالدلائل   ,  ,  lp                  .كما يمي ، 

 ، فنجد المعادلة الرابعة التالية:23lp المعادلة الرابعة: عندما 

                          01312213123111132  ,,,,  

 ، فنجد المعادلة الخامسة: 13lp المعادلة الخامسة: عندما 

                          02321123213222231  ,,,,  

 ، فنجد المعادلة السادسة: 12lp المعادلة السادسة : عندما 

                         03231132312333321  ,,,,  
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تسييمى ىييذه المعييادلات السييت السييابقة، بشييروط الاسييتمرار أو بمعييادلات توافييق الانفعييالات. وىييي 

 تكتب بعد اكصلاح، بالشكل المبسًّط التالي: 

                              122122

2

111

2

2 2   

                               133111

2

333

2

1 2   

(22                         )233222

2

333

2

2 2   

               )( 13212323111132   

               )( 23112313222231   

               )( 31232112333321   

( ، بدورىا تعطينا فقط ثلاثة معادلات مستقمة بالمركبات السيت المسيتقمة، 22يمكن أن نثبت أن )

 . ijلتنسور الانفعال 

منطقية بسييطة التيرابط فيي الفضياء اكقمييدي ثلاثيي  0Cإن كل الكلام السابق صحيح إذا كانيت 

فييذا موضيوع  3Rمنطقة متعددة الترابط في الفضاء اكقميدي  0C. أما إذا كانت  3Rالبعد 

 يمكن أن ندرسو فيما بعد. 

( ، والشكل المستنتج بالطريقة التنسورية لمعادلات 18فيما يمي سنثبت التكافؤ مابين الشكل )    
 ي. وليذا الغرض يمزمنا التمرين التالي.توافق الانفعالات، في النظام اكحداثي الديكارت
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الشيرط اليلازم والكيافي حتيى تكيون مصيفوفة الأعيداد الحقيقيية  تمرين: 
33nmA ، متنياظرة ،

،الشيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييرط nmAىيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييو أن يحقيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييق حيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييدىا العيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييام 
                            التييييييييالي:                                                  

0nmnmp A 

 ولنوجد الآن التكافؤ المذكور، معتمدين عمى التمرين السابق.

0nmsrmslrnp( ، لدينا:       18وفقاُ لمعلاقة ) ,   

)(0والتي تكتب بالشكل المكافئ التالي: , nmsrmslrnp . 

وبالاعتمييياد عميييى التميييرين السيييابق، نجيييد أن ىيييذا الشييييء يكيييافئ أن  المصيييفوفة التيييي حيييدىا العيييام 

mnrslsm ,  متناظرة بالنسبة لمدليمينn   وr  :؛أي يكافئ تتحقق العلاقة  

                         rmsnmslnmsrmsl ,,   

 والذي بدوره يكافئ القول بأن:

                     0 )( ,, rmsnnmsrmsl  

  وحسب نفس التطبييق السيابق ، نجيد أن ىيذا الشييء يكيافئ القيول بيأن المصيفوفة ذات الحيد العيام

mrnsmnrs ,,   ، متناظرة بالنسبة ليs , m  :؛ أي يكافئ تحقق العلاقة 

                  rsmnnsmrrmsnnmsr ,,,,   

 والذي تكافئ العلاقة التالية: 

             0 nsmrrmsnrsmnnmsr ,,,,  
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، فتصييييبح جمميييية المعييييادلات      إلييييى الرمييييز               فيييي ذا غيرنييييا الآن، رمييييز الرباعييييية 

 السابقة بالشكل: 

(23              )0 kiljljkijilklkji ,,,,  

وىييييو نفييييس الشييييكل لمعييييادلات توافييييق الانفعييييالات ، فييييي النطييييام الاحييييداثي الييييديكارتي، والمسييييتنتج 

 .بالطريقة التنسورية 

( ،التيي حصيمنا عميييا 23( ، انطلاقياً مين المعيادلات )22فيما يمي سنصل إليى المعيادلات )     

بحسييييب العلاقيييية  -، تأخييييذ ijklسييييابقا وفقيييياً لمطريقيييية التنسييييورية.في الفصييييل الثيييياني، وجييييدنا أن 

 القيم التالية:     -(27)

        313132321212313232123121 ,,,,,ijkl 

 ( ، فنجد العلاقات التالية: 23ولنعوض الآن ىذه القيم في العلاقات )

 ، تقودنا إلى المعادلة التالية:    3121ijklالقيمة الأولى: 

                         011,3232,1131,2121,31      

 وبالتالي: 

                 011

2

3223

2

1113

2

1212

2

13   

 ، تعطينا المعادلة التالية:  3212ijklالقيمة الثانية : 

                     022,3113,2223,1212,32   
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 وبالتالي : 

                  022

2

3113

2

2223

2

1212

2

32   

 ، تعطينا المعادلة التالية:3132ijklالقيمة الثالثة : 

                         012,3333,2113,2332,31   

 وبالتالي: 

                   012

2

3333

2

1213

2

2323

2

13   

 :، تعطينا المعادلة التالية 1212ijklالقيمة الرابعة: 

                    022,1111,2221,2112,12   

 وبالتالي :

                         022

2

1111

2

2212

2

122   

 :، تعطينا المعادلة التالية3232ijklالقيمة الخامسة : 

                  022,3333,2232,3223,23   

 وبالتالي: 

                   022

2

3333

2

2223

2

232    

 :، تعطينا المعادلة التالية3131ijklأخيرا، لقيمة السادسة: 

                       011,3333,1131,3113,13   
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 وبالتالي:      

                     011

2

3333

2

1113

2

132   
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 الفصل الاول

أساسيات المرونة الحرارية الخطية مع سرعات موجة 
 محدودة

 

نركز عمى نظرية المرونة الحرارية المعممة المزدوجة لممواد الصمبة ، الخالية من 
المفارقة الكلاسيكية لسرعات الانتشار اللانيائي للإشارات الحرارية. كما ىو معرو  
، ف ن ىذا التناقض ناتج عن نموذج فورييو لمتوصيل الحراري ، الذي لوحظ لأول مرة 

 ثمة الصمبةفي الموصلات المتما

qi = -k   

   
                                                          (1) 

 الذي يؤدي إلى معادلة الانتشار )أي نوع مكافئ(
   

  
 =  

   
∇2θ.                                                      (2) 

ىي  kىي درجة الحرارة ،  θىو تدفق الحرارة ، qi( ،2( و )2في المعادلتين )
ىي الحرارة المحددة عند الضغط  cpىي كثافة الكتمة ، و ρالموصمية الحرارية ، 

كما تقدم المعادلة الأولى أعلاه تدوين الفيرس ، الذي نتبعو في جميع  المستمر.
 أنحاء الكتاب عند التعامل مع التنسورات.

( و كاتانيو 2867عود إلى ماكسويل )كزالة المفارقة المذكورة ، بعد الاقتراح الذي ي
 ( ب :2( ، ينبغي لممرء أن يستبدل المعادلة )2948)

(     
 

  
)       

  

   
                                         (3) 
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 ( ، توجد معادلة التمغرا  )أي النوع الزائدي(:2عندئذٍ ، بدلًا من المعادلة )

  
   

   
  

  

  
  =  

   
∇                                              (4) 

 

من الواضح أن نماذج التوصيل الحراري التي ىي  كموجة ، يطمق عمييا غالبًا 
 :(4( و )3الصوت الثاني ، في المعادلتين )

   ىو وقت الاسترخاء :

    = (k /      0) 1/2 .يمثل سرعة الصوت الثاني  : 

تعقيدًا ، وكل ذلك  أكثر أخرى نماذجتم تطوير خصائص ىذا النموذج باكضافة إلى 
في وضع الموصلات الصمبة ، ودُرست دراسة مكثفة عمى مدار نص  القرن 

 ( .2992،  2989الماضي )جوزي  وبريزيوسي ، 

خلال نفس الفترة الزمنية ، وبالتوازي مع ىذا النشاط ، كان ىناك نمو كبير في درجة 
 الحرارة المرنة في مجال التوصيل الحراري من نوع غير فورييو في أجسام مرنة.

إلى جانب مفارقة سرعات الانتشار اللانيائية ، تقدم نظرية المرونة الحرارية 
الكلاسيكية وصفًا غير مرض أو ضعي  لاستجابة المادة الصمبة لمتحميل السريع 

زر القصيرة( وفي درجات حرارة العابر )عمى سبيل المثال ، بسبب نبضات المي
 منخفضة.

وقد أدت ىذه العيوب إلى قيام العديد من الباحثين بتطوير نظريات المرونة الحرارية 
المعممة المختمفة. وبعد اتباع خطوات ماكسويل و كاتانيو ، اقترحوا نماذج بالحرارة 
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حرارة منخفضة مع واحد أو اثنين من أوقات الاسترخاء ، ونماذج تركز عمى درجات 
، ونماذج مع عدم وجود تبديد الطاقة ، مرحمة ثنائية نظرية التأخر ، أو حتى 

التوصيل الحراري الشاذ الموصو  بحساب التفاضل والتكامل الكسري. ظير عدد 
من المراجع حول ىذا الموضوع ، عمى شكل كتاب في اغمب الاحيان ، عمى مدى 

 العقدين الماضيين :
 

(Chandrasekharaiah, 1986, 1998; Ie  , san, 2004; Ignaczak, 
1980b, 1989a,b, 1991; Hetnarski and Ignaczak, 1999, 2000). 

 
 Podstrigach andيجب أن نذكر ىنا ايضا كتابا عن المرونة الحرارية المعممة )

Kolano  ،1976 وكتابا حول المرونة الحرارية الديناميكية الكلاسيكية والمعممة )
(Dhaliwal and Singh ،1980.) 
 

في العقدين الماضيين ، كان ىناك نشاط بحثي متزايد في المرونة الحرارية المعممة 
سبانيا  يران واليابان وبولندا وا  ، اكثر من الامور الأخرى ، في ألمانيا واليند وا 

والمممكة المتحدة والولايات المتحدة الأمريكية والعديد من الدول العربية ، لا حصر 
ليا . في العقدين الماضيين ، كان ىناك نشاط بحثي متزايد في المرونة الحرارية 

من بين أمور أخرى ، في ألمانيا ، اليند ، إيران ، اليابان ، بولندا ،  -المعممة 
إسبانيا ، المممكة المتحدة ، الولايات المتحدة الأمريكية ، والعديد من الدول العربية ، 

حصر. إلى جانب العديد من التطبيقات التكنولوجية نذكر ىنا عمى سبيل المثال لا ال
الاىتمام بنمذجة الحرارة في الأنسجة الحية ، عمى سبيل المثال )داي وآخرون ، 

2228.) 
بشكل عام ، لقد حان الوقت الآن لكتابة دراسة حديثة عن موضوع المرونة الحرارية 

معادلات القطعي ، والتي تمثل ، أو المرونة الحرارية الديناميكية التي تحكميا 
يحدث اتصال مع ىذه النظريات حيث  مجموعة فرعية من المرونة الحرارية المعممة
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في حفنة من الدراسات حول ميكانيكا الاستمرارية العقلانية الممتدة والديناميكا 
 الحرارية 

(Müller and Ruggeri, 1993, 1998; Wilma´nski, 1998)  .  
 

المفيوم  و، المرونة الحرارية مع سرعات الموجة المحدودة ، حةالاطرو يعكس عنوان 
في التعامل مع مفارقة سرعات الانتشار اللانيائي D(t)  المحدد لمجال التأثير
"، وىو تعميم لمفيوم دعم 2925إلى عام "D(t)يرجع تاريخ  حيثللإشارات الحرارية.

عبارة عن مجموعة من جميع النقاط في الجسم التي يمكن  التي ىي، f(t)الوظيفة 
الوصول إلييا عن طريق الاضطرابات الميكانيكية الحرارية التي تنتشر من موضع 

 .2، انظر الشكل  υالاضطراب بسرعة لا تزيد عن المحدود 
 

 
 
 

الشكل الأول: رسم تخطيطي يوضح تطور مجال التأثير عبر مبدأ ىيجنز من وقت 
 (( t+ Δtإلى آخر

 (.DOIيوضح المثال التالي مفيوم مجال التأثير )
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: مشكمة كوشي لممعادلة القطعية. خذ بعين الاعتبار مشكمة القيمة 1.0مثال 
 ( التالية. العثور عمى حل لمعادلة الموجة2Dالحدودية أحادية البعد )

(
  

     
 

  

  

   
)                                          (5) 

 تخضع لمشروط الأولية

u(x, 0) ≡ η(x) = u0 [H(x + x0) − H(x − x0)] |x| < ∞, x0 > 0   (6) 
 

  
 u(x, 0) = 0               |x| < ∞ , 

  
 ىي وظيفة H=H(t)حيث ان 

H(t) =      ,
       
       

                                             (7) 
 
 ( نأخذ النموذج :7) -( 5يعتبر ثابت. عن طريق  حل فريد لممشكمة ) u0و 

u(x, t) = 

 
[η(x + ct) + η(x − ct)] 

                  = 

 
u0 [H(x + x0 + ct) − H(x − x0 + ct) 

        + H(x + x0 − ct) − H(x − x0 − ct)] ,                        (8) 
 

 التالي( يترتب 8ومن المعادلة )
 

u(x, t) = 0 for |x| > x0 + ct.                                           (9) 
 

 [       ]الحركة الناتجة عن "الاضطراب" الأولي المستطيل عمى الفاصل الزمني 
( فيي مجموعتين من الأمواج المستطيمة ، كل منيما يتحرك 6, انظر الى المعادلة )

،واحدة إلى اليمين والآخر الى اليسار ، وبيذه الطريقة بالنسبة لمنقطة  c> 0بسرعة 
t> 0  الثابتة ، تكون النقاطx >   +     وx<−   -    .ليذا ،  غير مضطربة

( من البيانات DOI[ يمثل مجالًا لمتأثير )  +  ،        ف ن الفاصل الزمني ]
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وىذا المثال ، المتعمق بمشكمة  (.7) - (5لممشكمة ) t> 0الأولية في الوقت 
Cauchy  لمعادلة الموجة الكلاسيكية ، يوضح بوضوح مفيومDOI تم توسيع .

 الحراري الزائدين. G – Lو  L - Sالمفيوم في الكتاب ليشمل نظري 
 

لتوضيح مفيوم "السرعة اللانيائية" لحقل درجة الحرارة تحكمو معادلة مكافئ ، خذ 
 مثالًا آخر.

 : مشكمة كوشي لمعادلة مكافئ.  إيجاد حل لمعادلة درجة الحرارة1.0 مثال
 

(
  

    
 

 

 

  
)                                                (10) 

 
 وىنا الشرط الأولي :

 
T(x, 0) ≡ T0(x) = T ∗ 0 [H(x + x0) − H(x − x0)] , |x| < ∞, x0 > 0.   (11) 
 

 K>o ,   > 0( 22( و )22في المعادلة )
 ( ، نستخدم طريقة تحويل لابلاس ، ونستخرج :22( و )22كيجاد حل لممشكمة )

  

   T -  
 
        = 0,                                               (12) 

 
ىو معامل  التحويل ، يماثل شكل  pحيث يشير الشريط إلى تحويل لابلاس و 

    (22مكافئ من المعادلة رقم )
 

(   
 

 
) T = −   

 
 , D =  

  
    ,                                     (13) 

 
 الذي يعتبر مناسب لحل المعادلة :   fنلاحظ العامل 

(   
 

 
) ￣ f(x, p) = −δ(x − ξ) = −  

  
∫                

 

  
         (14) 
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 في النموذج f¯ نحن نبحث عن 
 

f(x, p) = ∫                       
 

  
                         (15) 

 
 ( نحصل عمى :24( بالمعادلة )25عند تعويض المعادلة )

 
f(x, p) =  

 
 ∫             

      
   

 

 
= √ 

 
             √   

√ 
 .           (16) 

 
 ( نحصل عمى :26بأخذ معكوس تحويل لابلاس لممعادلة )

 
f(x, t) = √ 

 √  
 exp *         

   
+                                         (17)  

 
 ( يأخذ الشكل :22( و )22نتيجة لذلك ، ف ن الحل الوحيد لمشكمة كوشي )

 
T(x, t) =   

∗

√    
∫    *

         

   
+

  

   
 dξ.                            (18) 

 
 T = T (x) الحرارة درجة تأخذ ، ∞| > xو |   t> 0( تعني أنو لكل 28المعادلة )

 ،t .قيما إيجابية ، مما يعني أنيا تنتشر بسرعة لا نيائية 
 

كحالات معينة  2و  2يمكن معاممة معادلات المجال في المثالين  1.0الملاحظة 
 من معادلة الأمواج بالتبديد 

(
  

     
 

 
 
  

       
 

  
)                                    (19) 

 

 ( عندما29.و كتحميل مقارب لحل مشكمة كوشي بالنسبة لممعادلة )  h>0حيث أن 
                       ] 



49 
 

( ( لمعادلة موجة كلاسيكية وسرعة ADOIو يوفر مفيوم مجال التأثير المقارب )
ىو مفيوم طبيعي  ADOIمفيوم  درجة حرارة تميل إلى ما لا نياية لمعادلة مكافئ.

 عند صياغة مبدأ سانت فينانت
[Sternberg,1954; Boley, 1955; Boley and Weiner, 1960; Chirita, 
1995, 2007; Ignaczak, 1998,2002; Quintanilla, 2001],  

 أو تحديد دور مصطمحات القصور الذاتي من خلال ما يسمى رقم بولي
[Boley, 1972; Boley and Barber, 1957]. 

عمى نظريتين رائدتين عن المرونة الحرارية الزائدية: نظرية لورد  الاطروحة ىذه تركز
ونظرية غرين  -وتسمى أيضًا نظرية ذات وقت استرخاء واحد  -( 2967شولمان )
تسمى أيضًا نظرية ذات زمنين للاسترخاء. كلاىما مجموعة  -( 2972ليندساي )

درجات حرارة التوازن ، وىكذا ف ن معادلات المجال الناتجة  عنت صغيرة سلالا من
وبالتالي  -ىي المعادلات التفاضمية الجزئية الخطية. التعقيد باكضافة إلى الثراء 

يرجع إلى اقتران الحقول الميكانيكية بالمجالات الحرارية.  -جاذبية ىذه النظريات 
نظريات الوجود والتفرد ، ونظريات  -ا النظريتين ييتم الكتاب بالجوانب الرياضية لكمت

وكذلك مع طرق التعامل مع مجموعة  -مجال التأثير ، ومبادئ الاختلا  التلافيفي 
 من مشكلات القيمة الأولية. في ما يمي نقدم لمحة عامة عن محتويات الكتاب.

ثم يعطي  يستعرض الفصل الأول المعادلات الأساسية لممدنة الحرارية الكلاسيكية ،
( ، L – Sالمعادلات المناظرة لممدنة الحرارية مع وقت استرخاء واحد )أو نظرية 

تمييا مجموعة مماثمة من معادلات المرونة الحرارية مع اثنين من أوقات الاسترخاء 
(. في كل حالة ، يتم ذكر قوانين التوازن العالمية من حيث زوج G – Lأو نظرية )

أو  بدلًا من ذلك ، زوج التدفق الحراري ، من حيث زوج اكزاحة و درجة الحرارة 
 آخر من المتغيرات الميكانيكية الحرارية. 

يقدم الفصل الثاني أولا وص  تقميدي و وص  غير تقميدي لعممية لدن بالحرارة ، 
ويعطي مشاكل القيمة الأولية المختمطة لكل من : اكزاحة و درجة الحرارة والتوتر، 

 LG، ودرجة حرارة اكزاحة ودرجة حرارة اكجياد نظرية L-Sنظرية  والحرارة و تدفق
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.  يتبع ذلك مناقشة لمعلاقات بين الأوصا  لعممية المرونة الحرارية من حيث أزواج 
 مختمفة من المتغيرات الميكانيكية الحرارية.

التقميدية. الفصل الثالث يعطي نظريات وجود وتفرد لمعمميات الحرارية التقميدية وغير 
عمى ىذا الأساس ، يعرض الفصل الرابع مجال نظرية التأثيرات المميزة لكمتا 

النظريتين: مشكمة الحرارة المحتممة و مشكمة اكجياد الطبيعي من حيث ) الحرارة و 
 التدفق و مشكمة درجة حرارة اكجياد الطبيعي ، ومشكمة درجة حرارة اكزاحة(.

. يقدم G-Lو  L-Sلتباين التلافيفي  في نظري الفصل الخامس مكرس لمبادئ ا
،  Green-Lindsayأولًا الوص  البديل لعممية المدنة الحرارية التقميدية في نظرية 

ثم يعطي المبادئ المتغيرة لعمميات المدنة الحرارية التقميدية وغير التقميدية في نظريتي 
L- S  وG-L. 

رة الحرارية مع سرعات موجات يركز الفصل السادس عمى معادلة مركزية لمحرا
محدودة ، أي معادلة تفاضمية جزئية ، وبشكل ممحوظ ، ليا شكل مماثل لكمتا 

 Green-Lindsayالنظريتين. ثم نقوم بتطوير نظرية التحمل لمعادلة مركزية لنظرية 
، والمعادلات الشبيية بالموجة ذات الالتواء ، وسرعة وتخفي  الاضطرابات الحرارية 

 بتحميل معامل الالتواء والنواة.. ننتيي 
( ، ثم يطور حمولًا  3Dيفتح الفصل السابع مع حمول أساسية لنطاق ثلاثي الأبعاد )

لمعديد من المشكلات الرئيسية المتمثمة في المرونة الحرارية: مشكمة درجة الحرارة 
المحتممة لنطاق محدد ثلاثي الأبعاد ، وطبقة لدن بالحرارة ، والحل من النوع 

Nowacki  حل من نوع دانيموفيسكا، واستجابة لدن بالحرارة من نص  مساحة ،
 لتشعيع الميزر.

يتناول الفصل الثامن التمثيلات المتكاممة والمعادلات التكاممية لمحمول الأساسية ، 
والتمثيل المتكامل لمحل لنظام مركزي لممعادلات ، والمعادلات المتكاممة لمشكمة 

 الحرارة المحتممة.
يمكن  G-Lي الفصل التاسع ، نبدأ من ملاحظة أن الحمول الأساسية لنظرية ف

تحديدىا بمساعدة متواليات متعددة الحدود عمى المحور الزمني ، ما يسمى متعدد 
الحدود من المرونة الحرارية. ىنا ، نعطي عددًا من علاقات التكرار التي تص  ىذه 
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زوج من كثير الحدود متعدد العناصر  الحدود المتعددة ، ثم نظير أنو يمكن تحديد
بالحرارة بعنصر من المساحة الخالية لمشغل تفاضمي عادي خطي. من ىذا يتم 

 تطوير علاقة متكاممة ، وما يرتبط بيا من متعدد الحدود الحرارية.
يركز الفصل العاشر عمى الأسطح المفردة التي تنتشر في وسط حراري ، ويدرس 

ئرة في نص  فضاء حراري مرن مع وقت استرخاء واحد انتشار موجة الصدمة الطا
، وكذلك انتشار موجة تسريع الطائرة في نص  فضاء حراري مع وقت الاسترخاء 

 مرتين.
من ناحية أخرى ، يدرس الفصل الحادي عشر موجات دورية ، موجات كروية 
ذلك واسطوانية باكضافة إلى حمول أساسية ولمحمول درجة الحرارة المحتممة ، كل 

 .G Lفي وضع نظرية 
 والتي ، الأخرى النظريات من لمعديديقدم الفصل الثاني عشر أولا استعراض موجز 

 ذلك بعد. الناغدي و غرين ل وفقا معممة حرارية مرونة أنيا عمى جميعا تصنيفيا تم
المادي بدلًا من مشتق الوقت الجزئي في معادلة  الوقت مشتق وجود تبرير يتبع ،

( ؛ يتم ذلك في أعقاب العمل الأخير الذي قام بو كريستو  و 3كاتانيو )-ماكسويل
(. وبالتالي نرى أنو يمكن استخدام مشتق جزئي في نظرية تركز 2225جوردن عام)

فة كي  عمى الميكانيكا الصمبة في السلالات اللانيائية. ىناك طريقة أخرى لمعر 
(  بشكل طبيعي وىي أخذ الديناميكا 3ينشأ مشتق الوقت المادي في المعادلة )

الحرارية مع المتغيرات الداخمية كنقطة انطلاق لاشتقاق القوانين التأسيسية و يتم ذلك 
 L – S. ما يميو ىو سرد لبعض تطبيقات نظريتي 22في القسم التالي من الفصل 

المولبية ، مع بنيات متجانسة ومركبة ؛ إلى الأمواج : لا ليواء والوسائط G – Lو 
السطحية ؛ والتخميد بالحرارة في الرنانات الميكانيكية النانوية. يتوج الفصل بالمرونة 

الحرارية مع التوصيل الحراري الشاذ الذي يتم معالجتو عبر حساب التفاضل والتكامل 
ة  في الوريد المتمثل في تنظيم الكسري ، وصياغة المرونة الحرارية لموسائط الكسوري

 الأبعاد.
لمنظريات الخطية الزائدة من المرونة الحرارية ،  22إلى  2بينما تكرس الفصول من 

ف ن الفصل الثالث عشر يتعمق بموصل حراري جامد ولكنو غير خطي وفقا لكولمان 
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(. يطابق ىذا النموذج المادي الخاص قانون 2986،  2983،  2982وآخرون. )
-فاظ عمى الطاقة ، وعدم المساواة في تبديدىا ، ومعادلة كاتانيو ، وعلاقة الطاقةالح

الانتروبيا المعممة مع اختلا  مكافئ لمطاقة والنتروب عمى طول محور تدفق 
، يتم الحصول عمى عدد من  2Dالحرارة. بعد مراجعة معادلات المجال لحالة 

غير الخطية ، ثم يتم تطبيق طريقة الحمول ذات الصيغة المغمقة لمعادلات اكدارة 
البصريات اليندسية غير الخطية ضعيفة لمحصول عمى حل مقارب لمشكمة كوشي 

 مع حالة أولية مضطربة ضعيفة مرتبطة بالنموذج اللاخطي.
نظرًا لتركيز الكتاب عمى نظريتين خاصتين في الفصول اكحدى عشر الأولى ، 

، يتم تقديم ممحق  23و  22لفصمين مصحوبة بسرد لبعض النماذج الأخرى في ا
مرجعي في نياية الكتاب. إنو يجمع الكثير من الأدبيات الموجودة عمى النماذج 

 الحرارية الزائدية الخطية وغير الخطية وتعميماتيا المختمفة.
أخيرًا ، نود أن نشير إلى التشابو المعرو  بين المرونة الحرارية الكلاسيكية والانتقال 
الجماعي في المواد الصمبة المرنة المتوترة ، والتي تستند إلى التشابو الأكثر أساسية 

. وبالتالي ، ف ن مفارقة سرعات Fickلمتوصيل الحراري من نوع فورييو لنشر نوع 
تنشأ أيضًا في مشكلات النقل والانتشار الكلاسيكية ، بحيث  الانتشار اللانيائية

يمكن تقديم حميا من خلال مجموعة من النماذج المطورة بالفعل في نظريات المرونة 
 الحرارية المعممة. 

 وقد اقترح ىذا القرار مؤخرا
Sherief et al. (2004), Aouadi (2007,2008) and Sharma et al. 
(2008) 

 المرونة الحرارية الكلاسيكية :أساسيات -

 الاعتبارات الأساسية 0.0.0

تعتبر نظرية المرونة الحرارية الكلاسيكية )الخطية( ىي نقطة الانطلاق لعدد من 
الحرارية مع  المرونةالتعميمات المختمفة بما في ذلك: المزوجة الحرارية المرنة ، 
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رارية بسرعات موجية الح المرونةالحرارية الكيربائية ، أو  المرونةالانتشار ، 
محدودة. وىكذا ، قبل المضي قدمًا في عرض ىذه النظريات ، من المفيد مراجعة 

 (.2972اشتقاق المعادلات الأساسية لممرونة الحرارية الكلاسيكية )كارلسون ، 

( دعنا 2بالنظر إلى حقيقة أن مفيوم الجسم بالحرارة يمكن تعريفو بطرق مختمفة ، )
حيث تحدث عممية ديناميكية  Bىذا الكتاب محجوز لمجسم  نبدأ بالقول إنو في

مقرونة لتبادل الطاقة الميكانيكية إلى الحرارية الطاقة تحت تأثير الأحمال الحرارية 
الميكانيكية المطبقة خارجيًا. ترافق ىذه العممية سلالات وتغيرات في درجة الحرارة 

يكانيكية الحرارية المذكورة. داخل الجسم ، وكميا تتلاشى عند إزالة الأحمال الم
من خلال  2والجدير بالذكر أن ىذه العممية موصوفة من حيث متغيرات المجال 

 مجموعة العلاقات :

    = 

 
(           ),                                               (1.1.1) 

 معادلات التوازن الديناميكي

      +    = ρΰi,     =    ,                                        (1.1.2) 

 

 قانون الحفاظ عمى الطاقة

e˙ = Sij ˙Eij − qi, i + r ,                                           (1.1.3) 

يمكن لممرء أن يتعامل مع مرونة حرارية ثابتة ، مرونة حرارية شبو ثابتة ،  2
حرارية ديناميكية غير مترابطة ، ومرونة  مرونة حرارية شبو ثابتة ، مرونة

 (.Nowacki  ،1975حرارية ديناميكية مقترنة ؛ انظر عمى سبيل المثال )
نعني بمتغيرات المجال الحقول الفيزيائية التي تميز عممية لدن بالحرارة:  2

،  ϑ، وتغير درجة الحرارة  Eijواجية المستخدم للإزاحة ، وتوتر الموتر 
 وغيرىا.
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 م المساواةتبديد عد

η˙≥ - (  

 
)    

 

 
            (θ > 0) ,                             (1.1.4) 

والعلاقات التأسيسية )لم يتم تحديدىا بعد(. باستخدام تدوين التينور القياسي في ما 
عمى التوالي إلى  eو  ηو  θو  qiو  Sijو  Eijو  uiورد أعلاه ، يشير تعبير 

التشريد والسلالات والضغوط وتدفق الحرارة ودرجة الحرارة المطمقة والانبعاثات 
تعني قوى الجسم  ρو  rو  bوالطاقة الداخمية لمجسم. علاوة عمى ذلك ، ف ن 

ومصادر الحرارة الخارجية وكثافة الكتمة لمجسم ، عمى التوالي ؛ ىنا نستخدم الرموز 
كما ىو معرو  جيدًا ،  η˙ = ∂η / ∂t  ،(·)  ،i = ∂ / ∂xi (·) .3القياسية: 
( وتسمى أيضا القوانين الأولى والثانية لمديناميكا 2.2.4( و )2.2.3العلاقات )

 الحرارية ، عمى التوالي. تقديم الطاقة المجانية من خلال

ψ = e −   ,                                                        (1.1.5) 

 

 

( ، وصمنا إلى عدم المساواة في التبديد 2.2.4( و )2.2.3وبالجمع بين المعادلتين )
 :ψالذي يتضمن 

Ψ + ηθ˙ − Sij ˙Eij +      

 
  ≤ 0.                                 (1.1.6) 

 -( 2.2.2الجسم الحراري الكلاسيكي ىو الجسم الذي ، إلى جانب العلاقات )
(2.2.6، ) 

Sij =   

    
 ,                    (1.1.7) 

η = −   

  
 ,                    (1.1.8) 
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، ىي وظيفة تعطى بشكل مسبق. مع الطاقة المجانية  ψ = ψ (Eij ,θحيث )
 المختارة ، لدينا

Ψ =   

    
Eij  +   

  
θ= Sij ˙Eij − ηθ˙                               (1.1.9) 

 ( تأخذ الشكل2.2.6والمعادلة )

      ≤ 0.                                                         (1.1.10) 

 ( تعني2.2.5علاوة عمى ذلك ، ف ن العلاقة )

e˙ = Sij ˙Eij + ˙ηθ,                                              (1.1.11) 

 يمكن أن يكتب عمى النحو التالي( 2.2.3وقانون الحفاظ عمى الطاقة )

θη = −qi, i + r.                                                   (1.1.12) 

 لمحصول عمى جسم حراري خطي نفترض ذلك

|Eij |, | ˙Eij |, |θ − θ0|, |θ˙|, |θ, i| ≤ Ê,                        (1.1.13) 

 

نسخة خطية من القوانين الأساسية ( 2.2.4) -( 2.2.2تشكل العلاقات ) 3
 لمميكانيكا والديناميكا الحرارية لسمسمة متصمة مكتوبة بترميز الفيرس.

 ىي درجة حرارة مرجعية ثابتة ، ىكذا 0 <  عدد صغير ، بينما  Êحيث 

Sij (0 ,   ) = 0, η(0,  ) = 0.                                (1.1.14) 

متباين الحرارة ىو الجسم الذي تتماسك فيو العلاقات الجسم الكلاسيكي الخطي 
 ( مع ىذا الاختيار من الطاقة المجانية2.2.24) -( 2.2.2)

ψ(Eij, θ) = 

 
              +      ϑ −   

   
ϑ2,               (1.1.15) 
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 حيث،

ϑ = θ −  .                                                        (1.1.16) 

إلى موتر المرونة ، وموتر درجة حرارة اكجياد    و     و      ىنا ، يشير 
والحرارة المحددة عند إجياد صفري ، عمى التوالي. ىذه الكميات تمبية العلاقات 

 التالية :

     =      =     =                                                     
(1.1.17) 

   =   ,                      > 0,                                       
(1.1.18) 

           >0.                                                              
(1.1.19) 

 

 

( يجب أن يرضيو تدفق حرارة 2.2.22من الواضح أن عدم المساواة في التبديد )
 . نحن نفعل ذلك عن طريق الاختيارψ، بغض النظر عن اختيار    مناسب 

qi = −    , j ,                                                    (1.1.20) 

 ىو موتر الموصمية الحرارية ، مثل ىذا    حيث 

   =    ,         ϑ,   ,j > 0                                     (1.1.21) 

( أن 2.2.28) -( 2.2.25( و )2.2.8( و )2.2.7يستنتج من العلاقات )
 العلاقات التأسيسية لمجسم الحراري ىي :
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    =          +   ϑ,                                             (1.1.22) 

η = −       +  

  
ϑ,                                                (1.1.23) 

 في ˙θ ηبينما يتم الحصول عمى معادلة الطاقة لمثل ىذا الجسم عند استبدال 
 الجسم لبديل التالي التعري  إلى نتوصل وبذلك. ˙θ0 ηبمقدار  (1.1.12)عادلة الم

 .التبادل عممية بو تحدث الذي جسم أنو عمى: المرن الحراري الخطي

 يتم وص  الطاقات الميكانيكية والحرارية بواسطة المعادلات :

    = 
 

 
 (  , j +   , i) ,                                                       (1.1.24) 

   , j +    =   ,                                                                 (1.1.25) 

   =          +   ϑ,                                                         (1.1.27) 

  η = −          +   ϑ,                                                 (1.1.28) 

  = −    , j .                                                                    (1.1.29) 

 

 

 - (1.1.24)[ في المعادلات   ،  ϑ  ،η،    ،      ،   ان العوامل التالية ]
،  2ىو مجال يشغمو الجسم من ]  B، حيث ,(∞,B × [0عندما يكون   (1.1.29)

 ثنائية الجسم لقوة المقابمة الكلاسيكية بالحرارة عممية وتسمى ، زمنية فترة ىي( ∞
 .r ىو الحرارة ومصدر

     = (      
   ,     = (    

  ,                                           (1.1.30) 

   = −         ,   =   −          ,                                  (1.1.31) 

 (:2.2.29) -( 2.2.24نصل إلى شكل بديل من المعادلات )

   =
 

 
(  , j +   , i) ,                                                             (1.1.32) 
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    , j +    = _   ,                                                                (1.1.33) 

  η˙ = −  , i + r,                                                                (1.1.34) 

   =          +    ϑ,                                                           (1.1.35) 

  η =           +   ϑ,                                                        (1.1.36) 

ϑ, i = −      .                                                                      (1.1.37) 

ىو     ىو موتر التمدد الحراري ،     ىو موتر التوافق المطاوع ،      ىنا ، 
ىو الحرارة المحددة عند صفر إجياد. ىذه الرموز    موتر المقاومة الحرارية ، و 

 تمبي العلاقات التالية :

     =      =      =       ,                                                  (1.1.38) 

   =   ,    > 0,                                                                  (1.1.39) 

             >  0,                                                                 (1.1.40) 

   =    ,         > 0.                                                            (1.1.41) 

 

، و    ،    ،   في حالة وجود جسم متباين الخواص ، تعتمد الكميات ، 
عمى الموقع في الجسم ،      ، و    ،    ،  C −1S ، 2−وكذلك نظرائيم       
ليس عمى الزمن المحدد ، فيم يصفون الخواص الفيزيائية لمجسم ، وبالتالي  ولكن

 يطمق عمييم الوظائ  المادية لموسط الحراري.

من الواضح أن العممية الحرارية المرنة المقابمة لمتحميل )ثنائية ، ص( يمكن وصفيا 
(. نظرا لأن نظامي 37–2.2.32أو ) 1.1.29–1.1.24)بواسطة المعادلات )

عادلة معقدان لمغاية ، فنحن عادة ما نختصرىما إلى أنظمة أكثر بساطة تنطوي الم
عمى الحد الأدنى من الحقول غير المعروفة. عمى سبيل المثال ، من خلال إزالة 

، (1.1.37) - (1.1.32)أو  1.1.29) - (1.1.24)من المعادلات  ηإنتروبيا 
 معادلات :[ يوص  بال  ،  ϑ،    ،    ،   نجد أن العممية ]
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   =
 

 
(  , j +   , i) ,                                                             (1.1.42) 

 

   , j +   = _  ,                                                                  (1.1.43) 

 

−      + r =    ϑ −          ,                                              (1.1.44) 

   =           +    ,                                                           (1.1.45) 

  = −   ϑ, j ,                                                                      (1.1.46) 

 أو عن طريق المعادلات :

   =
 

 
(  , j +   , i),                                                              (1.1.47) 

   , j +   = _  ,                                                                  (1.1.48) 

−      + r =    ϑ +           ,                                              (1.1.49) 

    =          +    ϑ,                                                          (1.1.50) 

    = −      .                                                                      (1.1.51) 

 

 لمحصول عمى الجسم بالحرارة متساوي التوتر لدينا :

         = 2μ    +         ,                                           (1.1.52) 

   = −(3λ + 2μ) α   ,     = k    ,                                 (1.1.53) 

 و لدينا :

         =
 

  
(     

 

       
       ),                                   (1.1.54) 

    = α   ,     =
 

 
   ,  ,                                                        (1.1.55) 

   =    + 3   (3λ + 2μ)   ,                                              (1.1.56) 
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ىو معامل  kىو معامل التمدد الحراري ، و  Lam´e  ،αىما معامل  μو  λحيث 
( نحصل 46–2.2.42التوصيل الحراري. في ىذه الحالة بالذات ، من المعادلات )

 عمى :

 

    =
 

 
(     +     )  ,                                                            (1.1.57) 

 

       +    =     ,                                                               (1.1.58) 

 

      + r =     + (3λ + 2μ) α     ,                               (1.1.59) 

 

   = 2μ    + λ       − (3λ + 2μ) αϑ    ,                          (1.1.60) 

 

  = −k ϑ , i ,                                                                    (1.1.61) 

   

 ( نحصل عمى :52–2.2.47أثناء استبدال النظام )
   =

 

 
(      +    ) ,                                                               (1.1.62) 

 

       +    =     ,                                                                (1.1.63) 

 

       + r =    ϑ +   α   ,                                               (1.1.64) 

 

   =
 

  
 (     

 

       
       )αϑ   ,                                   (1.1.65) 

 

    = − 
 

 
  qi.                                                                    (1.1.66) 

 

 القيود المفروضة عمى الوظائ  المادية لمجسم الخواص ىي :
 

ρ > 0 , μ   > 0 ,             3λ + 2μ  > 0, 

k > 0 ,    > 0 ,             α ≠ 0.                                             (1.1.67) 
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( ، نحن نستخدم ما يسمى بالوص    ،    بشكل مشابو ، عند العمل مع الزوج )
 ϑ   و    الحراري و التدفق ، والذي يتم الحصول عميو عن طريق ازالة كل من 

 من المعادلات
 (1.1.47–1.1.51   

 

(              –            +             = −(           +     S    r 

 

                                                                  (1.1.69) 

(               −       +   (                = (     r     ,    

 

  حيث :
 

       =       −              .                                            (1.1.70) 

 
 

( ϑ،    مثل ) -ستتم مناقشة معادلات المجال الموصوفة من حيث أزواج أخرى 
 .ذه الاطروحةلاحقًا في ى

( تمثل الظرو  اللازمة لعممية 2.2.69( و )(1.1.68دعونا نلاحظ أن المعادلات 
عما إذا كانت ىذه ،حيث  يطرح سؤال B × (0,∞)بالحرارة لتكون ملائمة بالنسبة  

(. 2.2.68الشروط كافية أيضا. اكجابة عمى ىذا السؤال بسيطة بالنسبة لممعادلة )
، ثم نقوم بتحديد  (1.1.68)( ىو حل المعادلة ϑ،    في الواقع ، إذا كان )

( و 2.2.45( و )2.2.42بمساعدة المعادلات )    و    و (   المتغيرات التابعة 
 [ مناسب لممعادلات  )  ،  ϑ،    ،  [   ( ، نستنتج أن المتغيرات 46. 2.2)

 ، أي أنو عممية بالحرارة. وبالتالي ، نحصل عمى الكفاية .1.1.42-1.1.46)
 ىي الأكثر تعقيدا. تم تقديم حل (1.1.69)المسألة ذات الصمة فيما يتعمق بالمعادلة 

 (Nickell and Sackman ،1968 بنًاء عمى افتراض أن الشروط الأولية لمزوج )
(. يتكون ىذا الحل ϑ،    ( يتم إنشاؤىا من القيم الأولية التقميدية لمزوج )  ،    )

( بطريقة تجعل   ،    بالنسبة لمزوج )    و    من تدوين العلاقات التي تحدد 
 المرونة[ عممية بالحرارة. نظرا لأن عممية   ، ϑ،    ،    ،    المتغيرات  ]
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الحرارية العامة لا تحتاج إلى أن تكون متسقة مع القيم الأولية التقميدية لممتغيرات  
(    ،ϑ سنعود إلى مسألة كفاية معادلات المجال من حيث متغير واحد من ، )

يرات الميكانيكية الحرارية عند صياغة قيمة الحدود الأولية لممشاكمة. في ىذه المتغ
المرحمة ، نستمد الأساس لمثل ىذه المشكلات ، أي قوانين التوازن العالمي من حيث 

 (.2.2.69و ) 1.1.68)( ، المقابمة  عمى التوالي لممعادلات )  ،    ،،( و )   )
 

 ( :ϑ،    العالمي من حيث )قانون التوازن  0.0.0
 

 ، نحصل عمى :   ( بواسطة 2.2.43بضرب المعادلة )
 
          +    bi = ρ      ,                                                (1.1.71) 

 

 

 نجد :  (1.1.42) المعادلة من
(          −        +   bi =

 

 
ρ

 

  
       .                          (1.1.72) 

 
 

 ، ونستخدم نظرية الاختلا  ، نجد : Bبعد ذلك ، نتكامل مع 
 

∫           
 

  
 + ∫       

 

 
 = ∫         

 

 
 +  

 

 

  
∫        

 

 
.    

(1.1.73) 
 

 :B∂ىو المعدل الطبيعي الخارجي لمحدود  nىنا ، 
 

      =             +      ϑ =
 

 
 
 

  
 (            ) +      ϑ,          

(1.1.74) 

 

 

 قد تكتب عمى الشكل التالي : (1.1.73)المعادلة 
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∫           
 

  
 + ∫       

 

 
 = 

 

 

 

  
 ∫                         

 

 
 

∫           
 

 
.   

(1.1.75) 

 

 ، نحصل عمى : 1.1.44)( في )(1.1.46من    ب دخال 
 

  ϑ −         = (           + r,                                          (1.1.76) 

 

 ومنو نجد :
 

      ϑ = 
 

  
 [  ϑϑ − (           ϑ – rϑ ] =  

(1.1.77) 
 

   
  

 

  
     

 

   
(             + 

 

  
           

  

   
 . 

 

 

 ّعطِ Bححامل ىذه المعادلت راَ 

∫           
 

 
 = 

 

   
 
 

  
 ∫         

 

 
 
 

  
 ∫            

 

 
   

 

  
∫       

 

 
 
 

  
 ∫            

 

  
.                             

(1.1.78) 

 

 

( االواني ا ّمن .1.1.1ااسخبدال آخز لشل لا ّخوشأ من الواني ا ّمن لامعادلت )

  نحصل راَ ال،حل العالمِ لقانٌ  الخٌاس  من حْث الشًا  1.1.78) ) لامعادلت 

(     ϑا ) 

 
 

  
[ 

 

 
 ∫        

 

 
 + 

 

 
∫              

 

 
 + 

 

   
 ∫       

 

 
 ] 

 

+  
 

  
  ∫            

 

 
 = ∫           

 

  
 + ∫       

 

 
        

 

+  
 

  
 ∫            

 

  
 + 

 

  
∫      

 

 
. 
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(1.1.79) 

 

 -2.2.42( تم استخراجيا من حقل من المعادلات )2.2.79لاحظ ان المعادلة )
( ، وىكذا ϑ ،   ( من حيث )2.2.68وىو عمى غرار اشتقاق المعادلة )، (2.2.46
من الطاقة الحرارية المرنة المرتبطة  ( تمثل جزءًا لا يتجزأ2.2.79المعادلة )
 (.2.2.68بيالمعادلة )

 

 ( :   ،   قانون التوازن العالمي من حيث ) 0.0.1
 

من أجل الحصول عمى جزء لا يتجزأ من الطاقة المرتبطة بعممية المدائن الحرارية من 
 (1.1.69)و المعادلة    بواسطة  (1.1.69)( ، نضرب المعادلة   ،    حيث )
 حتى نحصل عمى :   بواسطة 

 

(                   −             +                 

 

= −(               +            r.               (1.1.80) 

ً 

 

(                −         +   (                 = (     r       .    

(1.1.81) 

 

 بشرط :
 

(                   = (               −                ,                   

(1.1.82) 

 

(               = (               −     S           ,                     
(1.1.83) 

 

(                  = (                 −                ,        

(1.1.84) 
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( باستخدام نظرية 2.2.82و المعادلة )1.1.80) من خلال دمج المعادلة )
 الاختلا  ، نجد :

 

∫                 
 

  
 −∫                  

 

 
 

 

− ∫      
 

 
          + ∫                  

 

 
    

 

= ∫      

 
               + ∫           

 

 
r   .              (1.1.85) 

 

ً 

 
 

  
∫     

 

  
        da  −  

 

  
∫     

 

 
             

 

 
 

  
∫         

 

 
   + ∫                 

 

  
 

 

 ∫           
 

 
         = 

 

  
∫      

 

 
     dv.            (1.1.86) 

 
( ، بعد إعادة ترتيب الشروط ، 1.1.1.( و )1.1.1.عند إضافة المعادلتين )

 وصلنا إلى
 
 

 

  
{ 

 

 
∫                    

 

 
   +  

 

 
∫            

 

 
 dv + 

 

   
∫               

 
 dv} 

 

+  
 

  
∫        

 

 
 dv = 

 

∫                                                  
 

 
 dv 

 

 

+∫  
 

  
                 +      S (       +          )     } da.          

 

(1.1.87) 
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(.     ,   ) العالمي من حيث الزوجىذا ىو المطموب لمحصول عمى قانون التوازن 
( تتعمق بييكل حراري عام متباين 2.2.87( و )2.2.79بشكل عام، قوانين التوازن )

يمكن الحصول بسيولة عمى نظرائيم في الجسم المتناحي باستخدام  الخواص.
يشير تحميل عام لممعادلات المحمية  (.2.2.72( و )56–2.2.52العلاقات )

( إلى أن ىذه المعادلات من النوع المكافئ 52–2.2.47أو )( 46–2.2.42)
( ،  أي أنيا تص  الاضطرابات بالحرارة Kupradze et al.  ،1979القطعي )

الحرارية التي تنتشر بسرعات لانيائية. تم تأكيد ىذه النتيجة أيضًا من خلال فحص 
ة الحرارية الحمول الواضحة لعدد من المشكلات النموذجية المتمثمة في المرون

(. دعونا نلاحظ أن ىذا يتعارض مع حقيقة Nowacki  ،1975الكلاسيكية )
، ر[ ، د يؤدي اضطراب الدعم المحدود  2أساسية في الفيزياء: لفترة زمنية محدودة ]

إلى توليد استجابة لمدعم المحدد فقط. من أجل القضاء عمى ىذا التناقض )أو عدم 
ت عمى المرونة الحرارية الكلاسيكية في الأدب الاتساق( ، ظير عدد من التعديلا

عمى مدار المائة عام الماضية أو نحو ذلك. سيعالج الجزء التالي من ىذا الفصل 
   إحدى النظريات المعدلة: المرونة الحرارية مع وقت استرخاء واحد.
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 الفصل الثاني

 أساسيات المرونة الحرارية مع وقت استرخاء واحد
 

 

 الاعتبارات الأساسية:-2.2.2

نشأت نظرية المرونة الحرارية مع وقت استرخاء واحد نتيجة لتعديل معادلة التوصيل 
( 2867، الذي اقترحو في الأصل ماكسويل ) 2.2( في القسم 2.2.29الحراري )

( في سياق التوصيل 2948في سياق نظرية الغازات ، وبعد ذلك من قبل كاتانيو ) 
جسام الصمبة. يؤدي حساب مثل ىذا التغيير في وص  العممية الحراري في الأ

 - 9( 2967كما اقترح من قبل لورد و شولمان ) -الحرارية المرنة في جسم مشوه 
 : 1.1.29–1.1.24)إلى نظام المعادلات التالي ، المتوافق مع )

 , , ,

1
,

2
i j i j j iE u u                           (1.2.1) 

,ij j i iS b pu                                (1.2.2) 

0 , ,i iq r                                   (1.2.3) 

ij ijkl kl ijS C E M                            (1.2.4) 

0  0 ij ij EM E C                          (1.2.5) 

, ,qi ij jL K                                  (1.2.6) 
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 ىو عامل تشغيل النموذج: Lحيث 

01 / ,L t t                                         (1.2.7) 

 ىو وقت الاسترخاء المزعوم ، الذي يرضي الحالة: t0و 

0t > 0.                                                 (1.2.8) 

( عمى الحالة 2.2.8) -( 2.2.2الموصوفة في العلاقات ) L – Sتقتصر نظرية 
التي يتم فييا تقميل توتر المرات من أوقات الاسترخاء إلى جزء كروي ؛ في ىذه 

( يمكن بسيولة Lord and Shulman  ،1967)(ل 2.2.7الحالة ،المعادلة رقم)
 .1.2.6)تقميميا إلى المعادلة  )

يكون لجميع الرموز معنى مماثل لتمك الموجودة في  1.2.6-1.2.1)في المعادلات)
(. عمى وجو الخصوص ، نفترض أن جميع الوظائ  المادية 29–2.2.24النظام )

كلاسيكية. يستنتج من تحميل القسم مقيدة بنفس التفاوتات التأسيسية كما في النظرية ال
 1.2.6-1.2.1)" أن عممية المدائن الحرارية الموصوفة بواسطة المعادلات)2.2"

ترضي علاقات التشريد واكزاحة المتماثمة ، ومعادلات التوازن الديناميكية ، وقانون 
 الحفاظ عمى الطاقة ، وعدم المساواة في التبديد فقط.

 Ignaczakفي ) L-Sتقصائية لمنتائج المتعمقة بنظرية يمكن العثور عمى دراسة اس
 ،1981  ،1987  ،1989a( انظر أيضًا( )Lebon  ،1982  ؛Pao and 

Banerjee  ،1978  ؛Kaliski  ،1965.)) 

 كعممية حرارية كلاسيكية. ىذا ينطبق مع تحذير واحد: عدم المساواة في التبديد 

 "صغير" بالنسبة لمصطمح ،      مناسب طالما أن المصطمح  0 ≥  ،    

 معامل صغير.   ، وىذا صحيح بشرط    ،   ،    



69 
 

المعادلات الحاكمة لممدنة الحرارية الممتدة الخطية  S-Lتطيع نظرية  2.2الملاحظة 
التي يتم فييا تمبية القوانين الأولى والثانية لمديناميكا الحرارية بشكل مماثل بالمعنى 

في مجموعة من    ليشمل ناقل تدفق الحرارة  ψالتالي. نمد مجال الطاقة الحرة 
 االمتغيرات المستقمة. وبعبارة أخرى ، نحن نفترض ذلك

 , , .ij qiE                                  (R1.1.1) 

 ىي أيضًا دالة ليذه المتغيرات eثم ، الطاقة الداخمية 

 , , ,ij qie e E                                   (R1.1.2) 

والمضي قدماً لمحصول عمى معادلات المجال من المرونة الحرارية الكلاسيكية 
[ نجد أن القانون الثاني الممتد لمديناميكا  (1.1.12) - (1.1.1)]انظر لممعادلات 

 [1.1.10)الحرارية يأخذ شكل ]انظر لممعادلة )

,
0,

i

i i

i

q
q

q






 


                               (R1.1.3) 

في حين تمت كتابة قانون الحفاظ عمى الطاقة الممتدة عمى النحو التالي ]انظر 
 ](2.2.22لممعادلة)

, .i r i

i

q r q
q





   


                                        (R1.1.4) 

بعد ذلك ، من خلال ترك  , ,ij iE q   [(1.1.15)في النموذج ] انظر لممعادلة 

  2 0
, ,

0 0

1
,

2 2 2

E
ij i ijkl ij kl ij ij ij i j

tC
E q C E E M E q q    

 
              (R1.1.5) 
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(( لاستعادة قانون 2.2.5( و)2.2.4(و)2.2.2.(و )2.2.2باستعادة المعادلات))
 ˙η˙0η بالمصطمح ˙θη( ، استبدلنا المصطمح 2.2.3الحفاظ عمى الطاقة الخطية )

 (.2.2.4Rفي المعادلة) RHS عمى الثاني الترتيب مصطمح وتجاىمنا ،

([ فعال ، R1.1.3كثبات أن القانون الثاني لمديناميكا الحرارية ]المعادلة )أخيرًا ، 
 ( ، ونحصل عمىR1.1.5( و )R1.1.3نستخدم المعادلتين )

,0

0

0
i i

ij j i

qt
q q




 
                                          (R1.1.6) 

 او

,0

0

0
i

i ji j

t
q q




 

 
  

 
                                      (R1.1.7) 

 (2.2.6انظر لممعادلة)

0 , ,i i ij jq t q k                                               (R1.1.8) 

( بواسطة 2.2.8Rلذلك ، بضرب المعادلة) 
1

ia ai aik 


    فنحصل عمى 

0 , ,ai i ai i aq t q                                              (R1.1.9) 

 او

0 ,

, ,

0 0 0

1 1 1ij j i

ij j i

t q
q

 
 

    

 
     

 
               (R1.1.10) 

0وندع  iq( ب R.1.1.10ثم نقوم بضرب المعادلة )   في النص   الثاني عمى
RHS : لممعادلة الناتجة ، نحصل عمى 

0 ,

0 0

1
.

ij j i

i ij i j

t q
q q q

 


  

 
   

 
                           (R1.1.11) 
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( مع الدقة اكيجابية لمموتر R1.1.11المعادلة )
ij  تعني أن القانون الثاني الممتد

( مناسب بشكل مماثل. نتيجة لذلك ، تمثل R1.1.7لمديناميكا الحرارية في النموذج )
مرونة حرارية ممتدة خطية يتم استيفاء القوانين الأول والثاني  L – Sنظرية 

 لمديناميكا الحرارية الممتدة بشكل مماثل.

( لممرونة الحرارية مع وقت استرخاء واحد. نجد  2.2.6-2.2.2بتحديد معادلات )
نموذج بديل لنظام المعادلات ىذا ىو النظام التالي )معادلات الاسترجاع 

(2.2.32–37:)) 

 , ,

1
,

2
ij i j j iE u u                                      (1.2.9) 

, ,ij j i iS b pu                                           (1.2.10) 

0 , ,i iq r                                              (1.2.11) 

,ij ijkl kl ijE K S A                                     (1.2.12) 

0 0 ,ij ij sA S C                                     (1.2.13) 

 , 0 .i ij j jq t q                                     (1.2.14) 

، نقدم ىنا مفيوم الجسم بالحرارة مع وقت استرخاء واحد  2.2تمامًا كما في القسم 
 ممية بالحرارة مع وقت استرخاء واحد.وع

و  ijEالآن ، من خلال استقصاء المتغيرات 
ijS  وη و iq  1.2.1)من المعادلات 

 ( ، نحصل عمى معادلات مجال درجة حرارة اكزاحة((1.2.6 -

   , , ,
,ijkl k l i ij ij j

C u pu M b          (1.2.15) 

 , 0 ,,
,ij j E ij i ji

k C M u r       



72 
 

  ,B × (0,∞)حيث   f، أي لمدالة عمى  Lحيث انيا تدل  إلى تأثير العامل 

f Lf                                                  (1.2.16) 

و  iuعلاوة عمى ذلك ، عند استبعاد 
ijE  وη  وϑ ( ، 24–2.2.9) من المعادلات

نحصل عمى معادلات المجال من حيث الزوج )
ijS  ،iq) 

   1 1 1 1

( , , (, ) , )ik k ijkl kl s ij k k i s ijj i
p S k S C A q p b C A r         

     1 1 1

, 0, , ,
.s k k ij j s pq pq si i i

C q q C A S C r                (1.2.17) 

و  (1.2.15)( مع المعادلات 2.2.69و ) (1.1.68)بمقارنة المعادلات 
( نلاحظ وجود تشابو رسمي بين ىاتين المجموعتين من المعادلات ، حيث 2.2.27)

بالنسبة إلى  (1.2.17)تقدم " تعديل أكبر من المعادلة  (1.2.15)تبدو المعادلة 
 ( ، عمى التوالي.2.2.69و ) (1.1.68)المعادلات 

 (:ui ،ϑحيث ) قانون التوازن العالمي من 2.2.2

(. نستخرج باستخدام 2.2.25( و )2.2.2-6يرتبط قانون التوازن ىذا بالمعادلات )
L ( نصل الى"2.2.26( ونوظ  الرموز في )2.2.2-5في ، )22" 

 , ,

1
,

2
ij i j j iE u u                              (1.2.18) 

, ,ij j i iS b pu                                  (1.2.19) 

0 , ,i iq r                                     (1.2.20) 

,ij ijkl kl ijS C E M                             (1.2.21) 

0 0 ,ij ij EM E C                             (1.2.22) 
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, .i ij jq k                                        (1.2.23) 

-2.2.72من خلال المتابعة بطريقة مماثمة لتمك التي تنطوي عمى المعادلات )
نحصل  -( 2.2.22( و )2.2.29) ( ،2.2.28( و باستخدام المعادلات )2.2.75

 عمى

i ij j i i

B B

u s n da b u d


   

 
1

.
2

ijkl ij kl i i ij ij

B B

d
C E E pu u d M E d

dt
             (1.2.24) 

 ( نجد التالي2.2.23و ) 1.2.22)، ) (1.2.20)من المعادلات 

0 ,E ij ij i iC M E q r                              (1.2.25) 

 و 

 0 , ,
.E ij ij ij j j

C M E k r                       (1.2.26) 

( ، نستخدم أيضًا الفرضية القائمة 2.2.22) -( 2.2.28لمحصول عمى المعادلات )
( لا تعتمد عمى الوقت ، 2.2.6) -( 2.2.2بأن الدوال المادية في المعادلات )

   االخالِ بالمشتقات الجزئية المكانية . Lوينتقل 

 , ,

0 0 0

,
ij j iE

ij ij

kC r
M E

  
 

  
                              (1.2.27) 

 او

 2

0

1

2
ij ij EM E C

t
 







 

 
 , ,0

, , , ,

0 0 0 0

1

2

ij j i

ij i j ij i j

kt r
k k

t

  
   

   


   


     (1.2.28) 
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 ، واستخدام نظرية الاختلا  B( عمى 2.2.28تكامل المعادلة )

2 0
, ,

0 0

1

2 2
ij ij E ij i j

B B B

td d
M E d C d k d

dt dt
      

 
     

, , , ,

0 0 0

1 1 1
ij i j j j i

B B B

k d k n da r d      
  



              (1.2.29) 

 ، وصمنا إلى (1.2.29)( مع المعادلة 2.2.24أخيرًا ، بجمع المعادلة )

1 1

2 2
i i ijkl ij kl

B B

d
pu u d C E E d

dt
 

 
 

 
   

2 0
, , , ,

0 0 0

1 1

2 2
E i i j ij i j

B B B

t
C d k d k d       

  
      (1.2.30) 

, ,

0 0

1 1
.i ij j i i ij j i

B B B B

u S n da u b d k n da r d
 

    
 

       

( من المرونة الحرارية الكلاسيكية ، ف ن 2.2.79بالمقارنة مع العلاقة التناظرية )
( ىي قانون التوازن العالمي الذي يحتوي عمى طاقة لدن حراري 2.2.32العلاقة )

 22درجة أعمى في الوقت المناسب . ذات

 (ا         انٌ  الخٌاس  العالمِ من حْث )1.2.3

لا  (1.2.17) ، نظرًا لحقيقة أن المعادلة(1.2.17)ويرتبط ىذا القانون مع المعادلة 
، يتم الحصول عمى تكامل عالمي  1.1.69)تمثل سوى تعديل صغير من المعادلة )

 عن طريق تعديل صغير لمطريقة. (1.2.17)لمطاقة من خلال المعادلة 

( ىنا لأول مرة. و 2.2.32و تم الحصول عمى قانون درجة حرارة التشرد العالمي )
يتعمق بجسم حراري   (1.2.30)يمكن العثور عمى شكل معين من أشكال المعادلة 

 (.Ignaczak  ،1982متناظر في )
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وازن العالمي من حيث  )(. بعد ذلك ، نحصل عمى قانون الت2.2.87النتيجة ) 
ijs ،

iqمن أجل المرونة الحرارية مع وقت استرخاء واحد ) 

 
21 ' 1

, ,

0

1 1 1
,

2 2 2
ik k ij j ijkl ij kl s

B B B

d
p s s d S S d C qk k d

dt
  



 


  

    

0

0 0

1

2
ij i j ij i j

B B

t
q q d q q d   

 
    

     1 1 1 1

0, ,i ij s ij ij s ij i
B

p b S C A S r C r q d        

  1 1 1

, 0 ,ik k ij j s pq pq qk k i i

B

p S S n C A S q n da


                 (1.2.31) 

عمى الرغم من وجود تشابو رسمي بين قوانين التوازن المحمية والعالمية الخاصة 
بالمرونة الحرارية الكلاسيكية والمرونة الحرارية مع وقت استرخاء واحد ، تص  تمك 
القوانين عمميات مختمفة نوعيًا طالما أن وقت الاسترخاء إيجابي. في الواقع ، يمكن 

أي أنيا  -( من النوع القطعي 2.2.25جال )لممرء أن يوضح أن معادلات الم
في تناقض مع معادلات  -تص  اضطراب بالحرارة ينتشر بسرعات محدودة 

(1.1.68). 

في محاولة لنمذجة عمميات فائقة السرعة من المرونة الحرارية اقترح  2.2الملاحظة 
Tzou  (1997)عام ( نموذجًا لمرحمة تأخر ثنائية الطورDPLM من المرونة )

 ( بالعلاقة2.2.6كاتانيو )-حرارية يتم فيو استبدال معادلة ماكسويلال

 
,i q i ij j

q q k r                               (R1.2.1) 

في المعادلة  τTو  τq كما ىي ؛ إن   (1.2.5) - (1.2.1)بينما تبقى المعادلات 
(R1.2.1)  يقفان عمى تأخر تدرج الحرارة وتدرج درجة الحرارة عمى التواليτq ≥ 0 

 ،τT ≥ 0 بوضوح ، يغطي .DPLM  طرازL-S  القطعي الزائد عندτq = t0> 0 
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ij,. و ، من خلال ترك τT = 0و  ijk k  و τT= τqξ  في المعادلة
(R1.2.1) حيث ،k> 0  2و <ξ <1  محصوراً بجسم صمب ، يتم الحصول ،

 عمى موصل حراري جيفري موحد الخواص.

، مقيد بموصل حرارة صمب متناظر ،  DPLMأيضا ، يمكن لممرء أن يوضح أن 
موصل  τ = τq - τT> 0  ،(ii)( موصل حراري قطعي إذا كانت iيقمل إلى: )

ل إذا كانت ( موصل حر بيضاوي الشك3و ) τ = τq - τT = 0حراري مكافئ إذا 
τ = τq - τT <0كظيار ذلك ، أدخل تحول المرحمة . 

τ* = t + - τT            (R1.2.2) 

( ىنا لأول مرة. يتم 2.2.32تم الحصول عمى القانون العالمي لتدفق الحرارة )
( لمحصول عمى جسم حراري Ignaczak  ،1979الحصول عمى القانون في )

 متناظرة متساوي التوتر.

 [x ∈ B ,t*≥ τTحدد الرموز ] f = f (x,t*)ولأي وظيفة 

1 ,
*

f f
t


 

  
 

                          (R1.2.3) 

1 ,
*

Tf f
t


 

  
 

                           (R1.2.4) 

 حيث

.q T                                          (R1.2.5) 

 المعادلةثم 

   ,, ,i q i Tq x t kT x t                    (R1.2.6) 
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 يأخذ النموذج

   ,, * , * ,i iq x t kT x t                        (R1.2.7) 

 بينما معادلة الطاقة

   ,, ,p i iC x t q x t                                (R1.2.8) 

 يتم تخفيض ل

   ,, * , * .p T i i TC x t q x t                      (R1.2.9) 

و  τ ≈ 0في حالة  Taylor( في سمسمة R1.2.9( و )R1.2.7توسيع المعادلتين )
τT ≈ 0 ( وباستخدام الترميزين ،R1.2.3( و )R1.2.4نحصل عمى ) 

   ,, * , *i iq x t k x t                               (R1.2.10) 

 و

   , , * , * .i i pq x t C x t                              (R1.2.11) 

( الذي R1.2.11[ عمى )(R1.2.3)" ]راجع المعادلة hutتطبيق عامل التشغيل "
 نحصل عميو

   , , * , * .i i pq x t C x t                           (R1.2.12) 

واستبدال النتيجة  R1.2.10)" عمى المعادلة )divأيضًا ، بتطبيق عامل التشغيل "
 نحصل عمى R1.2.12)عادلة )في الم

   , , * , * ,ii pKT x t C T x t                      (R1.2.13) 
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[ (R1.2.4)" ]انظر لممعادلة ∽واستخدام تعري  عامل التشغيل " kأو القسمة عمى 
 نحصل عمى

2 1
1 1 0,

* * *
T T T

t k t t
 

       
              

    k k  / 
pC     (R1.2.14) 

 باكضافة إلى ذلك ، لنموذج مع زمن ساكن 

     
. ..

, , , 0T T TT x T x T x           .  *t           (R1.2.14) 

 ( مكافئ لR1.2.14المعادلة  )

2 1
1 0.

* *
T T

k t t


  
    

  
                                     (R1.2.14) 

 التالية صحيحةنتيجة لذلك ، ف ن النظرية 

( تخضع درجة حرارة  t τ= t +  ∗t) T≤ (0في اكطار الزمني  0.0النظرية 
 - τ = τqنموذج تأخر الطور المزدوج ذي الزمن الساكن لمعادلة قطعية إذا كانت 

τT> 0  بمعادلة إىميمجيو إذا ،τ = τq - τT <0  وبواسطة معادلة مكافئ إذا ،
نظرًا لأن نوع المعادلة ثابت فيما يتعمق بنقطة الطور ،  .τ = τq - τT = 0كانت 

 τو  τ> 0ف ن نموذج تأخر الطور المزدوج ىو القطعي ، وكىميمجي ، والمكافئ لي 
تص  نموذج تفاعل  τ <0عمى التوالي. أخيرًا ، لاحظ أن حالة  τ = 0و  0>

ب بترتي τqو  τTإلكترون فائق السرعة عمى مجير حيث تكون قيم -فونون 
البيكوسيكندات إلى فمتوثانية. بالنسبة لمفيمم الذىبي الذي يخضع لتسخين ليزر قصير 

 ( ، نحصل عمى:Tzou  ،1997في ) 5.2النبض ، وفقًا لمجدول 

τT = 89.28 PS  ،τq = 0.74 PS  وτ = −88.54 PS. 



79 
 

في ىذه المرحمة ، يجب أن ننتقل إلى اكعداد لتعديل آخر من المرونة الحرارية 
لاسيكية ، والذي يمغي أيضًا مفارقة سرعات الانتشار اللانيائية. تستند ىذه الك

النظرية إلى عدم المساواة في تبديد المعمم وتقدم مرتين الاسترخاء في وص  عممية 
( ، وفي ما يمي ، سو  2972بالحرارة. أعطيت أسسيا من قبل غرين وليندساي )

 الاسترخاء. مع زمنيالحرارية  أو المرونة G-Lنشير إلييا عمى أنيا نظرية 
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 الفصل الثالث

 أساسيات المرونة الحرارية مع زمني استرخاء

 

 الاعتبارات الأساسية: 2.3.2

 ( لدينا الآن العلاقات2.2.4-2.2.2في مكان المعادلات )

 , ,

1
,

2
ij i j j iE u u                                                (1.3.1) 

..

, ,iij j iS b pu                                                    (1.3.2) 
.

, ,ij ij i ie S E q r                                                (1.3.3) 
.

,

,
i

qi r


 

 
   

 
                                                (1.3.4) 

،  Suhubi؛  Green and Laws  ،1972؛  Muller  ،1971انظر أيضًا )
 (.S¸uhubi  ،1986و  Erbay؛ و  1975

 حيث:
.

, 0   
 

  
 

                                                    (1.3.5) 

ىي دالة عددية لمتغيرين مستقمين يتم تحديدىما في ما يمي. من الواضح أن القوانين 
، في حين أن عدم المساواة  (1.1.3-1.1.1)( متطابقة مع المعادلات 3-2.3.2)

عمى  φ، بشرط أن يتم تعيين (1.1.4)( ينخفض إلى المعادلة 2.3.4في المعادلة )
ىو تعميم لعدم المساواة في  (1.3.4)ادلة . في ىذا المعنى المعθقدم المساواة مع 

 تبديد الكلاسيكية. إلى جانب ما تقدم ، نقدم طاقة مجانية معممة



81 
 

,e                                                               (1.3.6) 

 و منيا :
,. . .

,e                                                            (1.3.7) 

 ، تأخذ الأشكال: ψو  φ( ، المكتوبة من حيث الدالتين 2.3.3-4والعلاقات )
. . . .

, ,ijij i iS E q r                               (1.3.8) 
. . .

1

, 0.ijij i iS E q                                  (1.3.9) 

 من خلال أخذ: ψبالمقارنة مع المرونة الحرارية الكلاسيكية ، ف ننا نوسع مجال 
.

, ,, , .ij iE    
 

  
 

                                       (1.3.10) 

 من ىذا ، نحصل عمى
. . . .. .

,

,

.ij k

ij k

E
E

   
   

  

   
   
   

                  (1.3.11) 

 كي: علاوة عمى ذلك ، يتم التعبير عن مشتقات 
. . .. 
  

 

 
 
 

                                            (1.3.12) 

, , , .i i i

 
  

 

 
 
 

                                        (1.3.13) 

( و 2.3.8يمكننا الان تقميل المعادلات )( 2.3.23-2.3.22باستخدام معادلات )
 ( إلى النماذج:2.3.9)

. .

ijij

ij

S E
E

  
 

 

    
          
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.. . .

, ,

,

,k i i

k

q r
  

   
  

   
       

   
           (1.3.14) 

 و

. . ..

. .
ijij

ij

S E
E

    
   

   

       
                  

 

.

, ,.

,

0.k k

k

qk qk  
 

   

   
    
   

         (1.3.15) 

 دعونا الآن نفترض المعادلات التأسيسية في الأشكال

,ij

ij

S
E





                                             (1.3.16) 

1

. .
,

 


 



   
   

  
   

                                  (1.3.17) 

1

,

1
,

k

qk
 

  


   

       
                             (1.3.18) 

 ( إلى:2.3.25( و )2.3.24ونقمل المعادلات )
. . .

, ,

,

,k i i

k

q r
  

   
  

   
      

   
                 (1.3.19) 

.

, 0.k

qk  
  

   

   
   

   
                             (1.3.20) 

 

( ، بالنسبة لمجسم الحراري المرن الخطي ، 2.3.22( و )2.3.29سنثبت الآن أن العلاقات )
 ":24مناسبة"

.

0 ,it                                                    (1.3.21) 
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.

1

1

2
ijkl ij kl ij ijC E E M E t  

 
   

 
 

2. .
2 1

1 0 1 , ,

0 0 0

,
2 2 0 2 2

E E E
ij i j

C C C t
t t t k    

   
            (1.3.22) 

 "25ىما معاممين ذو بعد زمني ، يناسبان حالة عدم المساواة " 1tو  0tحيث 

1 0 0,t t                                                     (1.3.23) 

( ليا نفس المعنى كما 2.3.22و )  (1.3.21)حيث الرموز المتبقية التي تظير في المعادلات 
1في المرونة الحرارية الكلاسيكية. لاحظ أنو ، كما  0,t       و لدينا  تميل إلى الطاقة

 معتبرا أن : 1.1.15)الحرة لمجسم الحراري الكلاسيكي ، استرجع المعادلة )

0 ,                                                   (1.3.24) 

المقترحة من  ( ىي القيود المفروضة عمى تمك2.3.22( و )2.3.22"وظائ  المعادلات )24"
 (.2972قبل غرين وليندساي )

 .2.2، بشكل عام ، عن القسم (1.3.23)في المعادلة  0t"يختم  وقت الاسترخاء 25"

 ( ، نجد ذلك2.3.22( و )2.3.22وباستخدام المعادلات )

11, ,t
 

 

 
 

 
                          (1.3.25) 

.

1

0

,E
ij ij

C
M E t


 

 

  
   

  
             (1.3.26) 

 
.

1 0

0

,E
ijij

C
t M E t


 

 

  
   

  
       (1.3.27) 

1
,

, 0

,ki i

k

t
k




 





                         (1.3.28) 

.

1 .ijkl kl ij

ij

C E M t
E


 

  
   

  
            (1.3.29) 
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 ( نحصل عمييا:2.3.29( و )2.3.26من العلاقات )
.

1 ,ij ijkl ij ijS C E M t 
 

   
 

                  (1.3.30) 

 ( ، ىناك:2.3.27( و )2.3.25( ، )2.3.27بينما ، في ضوء المعادلات )
.

0 0 0 .ij ij EM E C t    
 

    
 

                (1.3.31) 

( و 2.3.25( و )2.3.22( و )2.3.28علاوة عمى ذلك ، تؤدي المعادلات )
 ( إلى:2.3.28)

.
1

1 0 1 ,

0

.k ki i

t
q t t k   



 
    

 
                      (1.3.32) 

بما أن المصطمحات 
,i  و.

,i  قد تكون ميممة بالنسبة لمجسم الحراري الخطي
بالنسبة لي 

,i ( تؤدي إلى:   "2.3.32ف ن المعادلة )26" 

, .kj jqk k                                                  (1.3.33) 

 ( ، نقوم الآن بحساب المصطمح2.3.22( و )2.3.29كثبات صحة المعادلتين )

.
  

 
  

   
   

   
                                     (1.3.34) 

 ( ، حصمنا عمى:2.3.32)( و 2.3.26في ضوء المعادلتين )

 
.

1 0

0

,EC
t t

 
 

  

 
   

 
                                 (1.3.35) 

 

 ومنو :
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 
..
2

1 0

0

,EC
t t

 
  

  

  
    

  
                             (1.3.36) 

( قانون فورييو الكلاسيكي لتوصيل الحرارة ]انظر الى 2.3.33"تمثل المعادلة )26"
 [.1.1.20)المعادلة  )

 ( كي:2.3.29بحيث يمكن كتابة معادلة توازن الطاقة )

 
2. . . .

1
,1 0 , 0 1 ,

0 0

.E
kkj j i i

C t
t t k t q r      

 

 
         

 
          (1.3.37) 

 اكىمال عمى الجانب الأيسر من كل الشروط أعلاه يتناسب مع
2.

 و.

,, kj  و
ijE 

و 
.

    كنسبة صغيرة إلى التناسب مع.

ijE  و.

  و
..

 لمعثور عمى الشكل الخطي ،
 التالي لتوازن الطاقة :

.

0 , .i iq r                                                  (1.3.38) 

 ( ، نلاحظ أولًا ان :2.3.22من أجل إثبات صحة عدم المساواة في التبديد لممعادلة)

0

1 1

,



  




                                                    (1.3.39) 

 ( ، يؤدي إلى:2.3.33)و التي جنبا إلى جنب مع المعادلة 

, , ,

0

1
0 .k ij i j

qk
k


 

  


 


                                      (1.3.40) 

 يعطي: (1.3.40)و المعادلة  (1.3.36)عند اضافة  المعادلة 

 
2. .

, 1 0 ,

0 0

1
, .E

k ij i

Cqk
t t k j

  
     

     

   
      

   
           (1.3.41) 

مطابق لمجانب الأيسر من  (1.3.41)لاحظ الآن أن الجانب الأيسر من المعادلة 
(. وبالتالي ، ف ن اكشارة إلى المعادلة 2.3.22عدم المساواة في المعادلة )
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وأوجو عدم المساواة المفترضة بالنسبة لي  (1.3.23)
EC  و

0  و
ijK  في القسم

غير إيجابي. ىذا يعني ضمناً  (1.3.41)، ف ن الجانب الأيمن من المعادلة  2.2
( يكون مناسب. نتيجة لذلك ، يمكن تعري  2.3.22أن عدم المساواة في التبديد )

الجسم المرن بالحرارة الخطي زمني استرخاء بأنو الجسم الذي تفي فيو عممية المدائن 
 الحرارية 

[iU  ،
ijE  ،

ijS  ،
,q  ،iq (1.3.1)[ بمعادلات المجال ]انظر أيضًا لممعادلات  ،

 ([2.3.38و ) 1.3.33)،  (1.3.31)،  (1.3.30)،  (1.3.2)

 ,

1
, ,

2
ij i jE u uj i                     (1.3.42) 

..

, ,iij j iS b pu                          (1.3.43) 
.

0 , ,i iq r                              (1.3.44) 
.

1 ,ij jkl kl ijS C E M t 
 

   
 

                    (1.3.45) 

.

0 0 0 ,ij ij EM E C t    
 

    
 

                 (1.3.46) 

, ,i ij jq k                                       (1.3.47) 

 ما يمي ىو نظام بديل لممعادلات يص  الجسم بالحرارة مع زمني الاسترخاء

 , ,

1
,

2
ij i j j iE u u                                  (1.3.48) 

..

, ,iij j iS b pu                                      (1.3.49) 
.

0 , ,i iq r                                         (1.3.50) 
.

1 ,ij ijkl kl ijE K S A t 
 

   
 

                        (1.3.51) 
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.

0 0 (0)pq pq sA S C t    
 

   
 

                      (1.3.52) 

, ,i ij jq                                           (1.3.53) 

 حيث
(0)t:ىو وقت استرخاء منخفض ، يتم تحديده من خلال 

(0) 1 01 ,E E

S S

C C
t t t

C C

 
   
 

                           (1.3.54) 

( ليا نفس المعنى مثل 2.3.53-2.3.48وجميع الرموز المتبقية في المعادلات )
 (. بشرط:2.2.37-2.2.32الرموز الموجودة في المعادلات )

0,s EC C                                           (1.3.55) 

 

 ( مناسب ، لدينا:2.3.23وأن عدم المساواة )

1 (0) 11 0.E

s

C
t t t

C

 
    

 
                             (1.3.56) 

بطبيعة الحال ، في حالة وجود جسم غير متجانسة متباين الخواص ، تعد الأعداد 
من وظائ  الحالة ، وبالتالي ف ن الدالة  ECو  SCالقياسية 

(0)t  ىي أيضًا وظيفة
، iu ،ijEلمحالة. نظام الوظائ  ]

ijS ، ، ،iq الذي يتناسب اما مع  المعادلات ]
و  ,B × (0∞حيث ) (1.3.53-1.3.48)أو مع المعادلات  (1.3.42-1.3.47)

 عممية بالحرارة مع زمني استرخاء تسمى

عند استقصاء 
ijS  وijE و وiq  ( نحصل 2.3.47-2.3.42من المعادلات ، )

 (:iu،عمى نظام المعادلات الحقمية من حيث )
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 
.. .

, 1,
,

,ijkl k l ij ij
j

C u p u M t b 
  

      
  

 

 
. .. .

,, 0 0,
.i jij j E iji

k C t M u r   
 

     
 

       (1.3.57) 

 من أجل الحصول عمى وص  لعممية بالحرارة مع زمني استرخاء من حيث الزوج

 (
ijS، حيث تم استبدال المعادلة  1.3.53-1.3.48)نعتبر النظام )( ، ف ننا،

( وصمنا iu  ,ijE ,   ,iq(. استبعاد المتغيرات )2.3.47بي المكافئ ) (1.3.53)
 إلى

   
.. ..

1 1

( , 1 (, ) , )
,klik k ijkl ij ij j

p S k S A L p b      

 
. .

, (0) 0,
,pqij j S pqi

k C L A S r                (1.3.58) 

 

 حيث،

1 11 / ,L t t                        (1.3.59) 

(0) (0)1 / .L t t                     (1.3.60) 

...( تحتوي عمى 2.3.58بوضوح ، معادلة الشد )

 سنبين الآن أنو يمكن استبدال .
...( بواحد بدون 2.3.58النظام )

 ولتحقيق ىذه الغاية ، دعونا نفرق المعادلة .
 ( فيما يتعمق بالوقت ، حتى نحصل عمى :2.3.58)


... .. .. . .

1 1
,(0) 0

,

,pq js pq ij

j

t C A S K r    
    

       
   

                    (1.3.61) 

 و
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 
.. .. .. ..

1

1 1 (0) 1 0

.. . .
1 1

,1 (0) 0

,

.pq jS pq ij

i

L t t t t

t t C A S k r

   

 



 

   

  
    

  

                                (1.3.62) 

، نجد الآن الشكل التالي  2( 2.3.58( في المعادلة )2.3.62استبدال المعادلة )
من معادلات المجال من حيث)

ijSو")27:" 

     

.. . ..
1 1 1

,( , (0) 1 , 1 (0), )
( ) ,ijkl kl q ijik k ij S pq pj

p S K S A t t C K t t b   



 
       

 

 
. .. .

1 1 1

, (0) 0,
,pqs pq q s pq Sp

C k t C A S C r      
     
 

       (1.3.63) 

 حيث :

 

01

0

,ijkl ijkl ij kl

S

t
K K A A

t C


                                         (1.3.64) 

   
 

.

1 1
( , )

0

.ij i ijj
S

t r
b p b A

t C

                                        (1.3.65) 

، سنقوم الآن  G-Lنظرًا لأننا نيد  إلى صياغة مشكلات القيمة الأولية في نظرية 
 (.2.3.63( و )2.3.57بتدوين قوانين التوازن العالمية المرتبطة بمعادلات المجال )

( لجسم الخواص المتجانسة في 2.3.63"تم الحصول عمى تقييد المعادلات )27"
(Ignaczak ،1978c.) 
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 :(ui ،ϑقانون التوازن العالمي من حيث ) 2.3.2

.( خلال 2.3.43بضرب المعادلة )

iu والتكامل عمى ،B  وكذلك باستخدام ،
 ( ، وصمنا إلى:2.3.45( و )2.3.42المعادلتين )

. . . .

1

. .

1 1

2 2
iji i ijkl ij kl ij

B B

i iij j i

B B

d
p u u d C E E d M E t d

dt

u S n da u b d

    




   
     

  

 

  

 

    (1.3.66) 

 ( تعني ذلك:47–2.3.46( و )2.3.44المعادلات )

 
. .

0 0 , ,
.ijE ij ij j i

C t M E K r   
 

    
 

                          (1.3.67) 

.( بواسطة )2.3.67نضرب المعادلة )بعد ذلك ، 

0t نحصل عمى ، ) 

 

. . . .

0 0 0 0

.

, 0,
,

ijE ij

ij j i

C t t M E t

k r t

      

  

    
       

    

        

           (1.3.68) 

 او

   

2
. . .

0 0 1

. . .

0 1 0 , 0,

2

.

E
ijij

ijij ij j i

C
t M E t

t

M E t t k r t

    

    

    
     

    

          

             (1.3.69) 

( بواسطة 2.3.67من ناحية أخرى ، بضرب المعادلة ) 
.

1 0t t نحصل عمى ، 

   

   

. . . .

1 0 0 0 1 0

.

, 1 0,

ijE ij

ij j i

C t t t M E t t

k r t t

    

 

 
    

 

   
 

                   (1.3.70) 

 ( ، نجد2.3.72( إلى المعادلة )2.3.69الآن ، ب ضافة المعادلة )
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 

 

2 2. .

0 0 1 0

2. . . .

1 0 , 1 0 0

. .

, 1 1

2 2

,

, .

E E

ijE ij j ij

ij j

C C
t t t t

t t

t t C k t i M E t

k t i r t

  

      

    



  
   

  

   
       

   

    
       

    

           (1.3.71) 

 واستخدام نظرية الاختلا  ، نقوم بتحويل ىذا إلى Bب جراء التكامل عمى 

 

. . . .

1 1 , 1

0 0

2 2. .

1 0 1 0 1 , ,

0

2.
1 0

, ,

0 0

1 1

1

2

1
.

ijij i ij j

B B B

E E ij i j

B B B

E ij i j

B B

M E t d t n k da t rd

d
C t d t t t C d t k d

dt

t t
C d k d

        
 

       


    
 



     
          

     

   
      

   


 

  

  

 

   (1.3.72) 

 

( من الحجم المتكامل الذي يحتوي 2.3.72( و )2.3.66أخيرًا ، من خلال حذ  المعادلات )
عمى المتحول 

ijM ( نحصل عمى قانون التوازن العالمي التالي من حيث ،iu ،ϑ) 

  

. .

, ,

2 2. .
1

0 0 1 0 , ,

0 0

2.
1 0

, ,

0 0

. . . .

, 1 1

0 0

1 1

2 2

1

2 2

1

1 1

i i ijkl ij kl

B B

E ij i j

B B

ij i j E

B B

i iij j i i ij j

B B

d
p u u d C E E d

dt

t
C t t t t d k d

t t
k d C d

u S n da u b d n k t da t

 

      
 

    
 

     
 

 






  
      

  


 

   
        

   

 

 

 

  .
B B

rd 

  (1.3.73) 
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 (:ϑ،    قانون التوازن العالمي من حيث ). 3.3.2

(. 2.3.63يمثل ىذا القانون تكامل الطاقة المرتبط بمعادلات المجال )
سيتم اشتقاقيا عمى افتراض أن 

(0)t  لا يعتمد عمى الحالة. ىذه الفرضية
E/تكون مناسبة إما عندما حاصل  SC C  لا يعتمد عمى الحالة أو عند 1 0

t t 
؛ في الحالة الأخيرة 

  10
t t  بواسطة   (1.3.63). ضرب المعادلة.

ijS  ،
 وصمنا إلى

   

  

. . . .
1 1 1

,, , 10

,

.. . .
1

1 ,0

,

1 1

2 2

.

ijkl ij kl ij qik k ij j ij S pq

p

ij ijij ik k

j

p S S K S S A S t t C k
t t

t t b S p s s





  



    
      

  
       

     (1.3.74) 

.( ونضربيا ب 2.3.63(2بعد ذلك ، نأخذ تدرج المعادلة 

, ,sisk :نجد ، 

   

 

. . . .. .
1

, ,, 0 0,

.
1

, ,

, , .

pq ss pq q pq i is i isp

S i is s

C k A S K t k s

C r k

     







   
       

 

       (1.3.75) 

 ، نحصل عمى 2( 2.3.63أيضا ، باستخدام المعادلة )

   

   

. . . . .. .
1

, , , , ,, 0 0,
,

. .. . .
1 1

, ,0
, , .

pq s i s i sS pq q pq is is isp
i

s ss is i S i is

C k A S k k t k

t C r k C r k

      

   



 

   
        

  
      

  

         (1.3.76) 

 ومن ىذا:
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     

  

     

. . 2
1 1 1 1 1

,1 1 0 ,0 0

. . . .

, , , ,0

. .. . .
1 1 1 1

, ,1 00 0

1
, ,

2

1

2

, , .

pq sS pq is i S pq q p

i s i sis is

s sS is i S i is

t t C A S k t t C k
t

t k k
t

t t t C r k C r k

  

   

    

    

   

         

  
  

  

   
      

   

       (1.3.77) 

( مطابق لممصطمح الثالث 2.3.77من الواضح أن الجانب الأيسر من المعادلة )
 2( 2.3.63(. سنستخدم الآن المعادلة )2.3.74عمى الجانب الأيسر من المعادلة )

(: معادلة الضرب 2.3.74لتحديد المصطمح الرابع عمى الجانب الأيسر لممعادلة )
..بواسطة  2(2.3.63)

1

SC :نحصل عمى ، 

   

2.. . .. . .. . ..

, 0 0
, .pqpq q p pq sk A S C t r      

 
    

 
      (1.3.78) 

 بما ان:

   

 

.. . . .

,, ,

. . . . .

, , ,, ,

, , ,

, ,

qpq q p pq q p pq p

q q ppq q pq p pqp

k k k
t

k k k
t

     

     

    
       

    
        

                 (1.3.79) 

 

( ، يصبح الحد الرابع عمى الجانب الأيسر لممعادلة 2.3.78في ضوء المعادلة )
(2.3.74) 

           

 

. .. .
1 1 1

1 0 10 0 0 0

2. . . . .. . .. ..

, , , 0

,

, .

pqpq pq q p
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 ( ، نحصل عمى2.3.82( و )2.3.77ب ضافة جوانب المعادلات )
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، باستخدام نظرية التباعد ،  B( عمى 2.3.83( و )2.3.74أخيرًا ، دمج المعادلة )
لغاء من ىذه المعادلات تكامل الحجم الذي يحتوي عمى المعامل  نحصل ،  ijAوا 

 (:Sij ،ϑعمى قانون التوازن العالمي التالي من حيث )
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 نلاحظ ان :

 

1
1 0

0

1 0 0,
t

fort t
t

                                                (1.3.85) 

1يمكن لممرء بعد ذلك الحصول عمى القانون العالمي لمجسم حيث  0 0,t t  وكذلك ،
 بالنسبة  لمحالة الخاصة لمجسم الحراري الكلاسيكي.
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 ممخص الرسالة:

 Hook تتعمق الرسالة بترموديناميك المعمم لمجسم الصمب من نوع
 ،وىي تتضمن اربعة فصول عمى النحو الاتي :

: مقدمة تتضمن ما يمزمنا من الرياضيات  الصفريالفصل 
، كما تتضمن المعادلات والعلاقات الاساسية بشكل عام 

 لمجسم في اطار المرونة الخطية الحركية.
: يتضمن اىم المبرىنات و النتائج و  الاولالفصل 

الملاحظات، التي تتعمق بالترموديناميك التقميدي 
 (.Fourier)تيرموديناميك 

معمم بزمن موديناميك اليتضمن دراسة التير :  الثانيالفصل 
 استرخاء واحد.

: يتضمن اىم المبرىنات و النتائج و  الثالثالفصل 
المعمم بزمني  الملاحظات، التي تتعمق بالترموديناميك

 استرخاء.
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Dissertation Summary 
 

This dissertation concerns the generalized 
thermodynamics of the Hook solid body and contains 
the following sections : 

 The first section : Contains what are needed 
generally from mathematics , and the fundamental 
equations covering the body in the form of liner 
relates to dynamic theory. 
 The second section : contains theories ,conclusions 
,and notes concerning the traditional (Fourier) 
thermodynamics. 
 The third section : relates to the generalized 
thermodynamics with one relaxation time. 
 The fourth section : contains important theories 
,conclusion ,and notes related to the generalized 
thermodynamics with two relaxation time. 
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